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INVESTIGACION
MATEMATICA DE LA
EDUCACION

(PARA PERSONAS A LAS QUE NO LES
GUSTAN LAS MATEMATICAS)

Francesc J. Hernandez



«La linea mas corta entre dos puntos
es la linea recta en bajada.»

Jaume Perich



1.- INTRODUCCION. LA CIENCIA, CON LOS 0JOS CERRADOS

Los planes de estudio vigentes exigen que el estudiantado realice actividades
practicas y trabajos fin de grado. Posteriormente puede realizar trabajos de master
o tesis doctorales. Respecto del profesorado, se supone que tiene que estar
continuamente investigando. Sin embargo, las personas que realizan
investigaciones en el ambito de la educacién no suelen tener una buena
preparacion matematica. Hay varias razones que explican esto: una ensefianza
inadecuada del lenguaje matematico, una division del estudiantado en trayectorias
de ciencias naturales y trayectorias de ciencias humanas, etc. Por ello, muchas
investigaciones educativas carecen de matematicas o, como mucho, presentan solo
unos pocos datos o algunos porcentajes. Esto seria impensable en cualquier otro
ambito de ciencia real. Para ayudar a superar esta situaciéon he escrito este texto,
que he elaborado siguiendo tres criterios:

a) Utilizar un lenguaje claro, de manera que el texto pueda ser leido mas como
una novela que como un arido manual matematico. Y naturalmente eliminar
problemas o ejercicios.

b) Utilizar solo investigaciones en las que he participado o ejemplos reales que
haya considerado en libros que he escrito o he colaborado a escribir.

c) Referirme a programas informaticos que cualquier persona tenga a su
disposicion, como son las calculadoras o las hojas de calculo (solo haré una
excepcion a este criterio).

También aqui, como decia el Principito, «lo esencial es invisible a los ojos». Porque
lo esencial no son las operaciones aritméticas o las figuras geométricas, sino la
relacion que expresan, lo que ellas nos dicen de la realidad. El grueso manual de
Keith Devlin EI lenguaje de la matemadtica tiene precisamente ese subtitulo: Hacer
visible lo invisible.

Pero las operaciones aritméticas o las figuras geométricas solo nos hablan si
sabemos interrogarlas adecuadamente. Por ello, este texto se refiere a la manera
matematica de preguntar. En realidad, no hay aqui respuestas, sino cuestiones
para aprender a indagar.

Para favorecer la comprensién, se han subrayado algunas palabras. También hay
algunos recuadros de ampliacién, con una letra mas pequeia, y algunas notas al
pie de pagina. Ni las ampliaciones, ni las notas son imprescindibles para la
comprension del texto y se pueden soslayar en una primera lectura. También un
par de fragmentos, convenientemente balizados, se pueden saltar.



2.- «ERA UNA CALIDA TARDE DE VERANO EN GRECIA...»

Tal vez usted conozca la serie de television «Big Bang Theory». En uno de sus
episodios (32 temporada, episodio 102), Penny le pide a Sheldon que le explique
fisica para impresionar a Leonard. Entonces Sheldon se remonta hasta la
antigiiedad: «Es una calida tarde de verano, alrededor del afio 600 aC...». Pues a
nosotros nos va a pasar lo mismo, a poco que tratemos del lenguaje matematico
nos vamos a tener que remontar hasta el mundo griego clasico.

Empezaremos con un ejemplo sencillo: ;Es usted una persona alta o baja?! Si da
una contestacion es porque estd comparando su estatura con la que considera
normal, es decir, con aquella estatura que suponemos que es el promedio de las
personas... de su edad. Una pregunta tan simple y ya nos encontramos ante dos
variables (altura y edad). ;Dos? Claro que no. Es obvio que tendriamos que
considerar también el sexo de usted. ;Tres variables? Tampoco. Afiadamos el
grupo étnico... Conclusién: una simple pregunta y ya tenemos varias variables.
¢Varias? Tampoco: tenemos muchisimas. En realidad, casi todo en el universo
fisico son cosas que varian incesantemente?; es decir, cosas que pueden ser asi o
de otro modo3.

Tal vez usted haya realizado algin vuelo de larga distancia. Los aviones suelen
ascender por encima de los 30.000 pies y entonces, en algunas ocasiones (cuando,
por ejemplo, el aparato no realiza giros o no atraviesa turbulencias), los pasajeros
pueden tener la sensacion que el avidn esta quieto en el aire. Pero, naturalmente,
no lo estd*. A poco que reflexionen, saben que estd en movimiento. Con el ejemplo
anterior ha pasado algo asi. Parecia una pregunta sencilla la de su altura, pero han
comenzado a surgir variables, es decir, cosas que varian. Incluso aquello que nos
pareceria fijo, también cambia. Tal vez usted formulé su altura en centimetros.
Pero el metro es una unidad de medida relativamente reciente. Solo tiene poco mas
de 200 anos. Podriamos utilizar otra unidad de medida (unas lineas atras hablé de
«pies»). Lo mismo podriamos decir de la edad. Hay muchas maneras de medir el
tiempo, multiples calendarios, etc. Escribo estas lineas en el aflo 2020, pero en el
calendario judio es el afio 5780, en el islamico el 1441, en el calendario lunar chino
el 4716, por no hablar de los mayas, que tienen varios calendarios. Y lo mismo
podriamos decir del sexo o del grupo étnico... De golpe, todo se vuelve variable.
(Todo? Pues bien, volvamos a Sheldon Cooper: En una calida tarde de verano,
alrededor del afio 600 aC... algunos griegos descubrieron que no todo era variable,

1 En realidad, seria suficiente con preguntar: «;Es usted una persona alta?» o «;Es usted una
persona baja?». No hace falta plantear la disyuncion.
2 El fil6sofo griego Heraclito escribié que no podemos bafiarnos dos veces en el mismo rio. Luego lo
penso mejor y escribio que ni tan solo podemos bafiarnos una vez en el mismo rio.
3 En filosofia, algo que puede ser asi o de otro modo se denomina «contingente». Lo contrario de
«contingente» es «necesario», que es aquello que no puede ser de otro modo.
4 Otro ejemplo: Usted tiene la sensacion que la Tierra esta inmdvil, pero...
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que habia cosas que no variaban. Este es el mayor descubrimiento de la historia de

la humanidad.

;Quién hizo ese descubrimiento? En realidad no lo sabemos, pero podemos afirmar
que las ensefianzas de Pitagoras ya presuponian ese descubrimiento.

Probablemente el lector de estas lineas asociara Pitagoras con el teorema que lleva
su nombre y, tal vez, pueda recordar una formulacién clasica, como «en todo
triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos». Dicho asi, no parece que nos encontremos ante el mayor
descubrimiento de la historia de la humanidad. Da la impresidon que el teorema
simplemente establece una relaciéon que se da en un tridngulo rectangulo entre la
«hipotenusa» (palabra griega que significa «opuesto» y que se refiere
naturalmente al lado del tridngulo opuesto al angulo recto) y el «cateto» (que, en
griego, significa «perpendicular»). Por eso daré otra version del teorema.

Cojamos un trozo de cuerda o un palo de cualquier longitud. Si formamos un
tridngulo, cuyos lados midan 3, 4 y 5 veces la longitud de la cuerda o del palo,
formaremos una escuadra y dispondremos de un angulo recto perfecto (la cuarta
parte exacta de una circunferencia, dicho de otro modo, un dngulo de 909) (véase
la imagen 1)

[Imagen 1]

(Para qué queremos un angulo recto? Por ejemplo, si tenemos un péndulo en
reposo, que define una linea vertical, con la escuadra que hemos formado con el
angulo recto podremos trazar lineas horizontales y luego definir nuevas lineas
perpendiculares o paralelas. Y esto es sumamente practico. Cuando edificamos una
vivienda, por ejemplo, disponemos el suelo, los muros y el techo de manera
perpendicular, lo que le da la mayor solidez. Esto significa que quien sepa constuir
escuadras perfectas, podra edificar casas mas firmes y seguras. De hecho, salvo el
Museo Guggenheim de Bilbao (jque estd hecho de titanio!), no conozco otra
edificacion que no tenga angulos rectos entre sus muros, el suelo o el techo.



Estd claro que podriamos trazar un angulo recto con métodos meramente
geométricos, como puede verse en la imagen 2. Observe la parte de la izquierda de
la imagen. Tenemos una linea recta que pasa por los puntos A y B. Desde cualquier
punto (por ejemplo, A) trazamos una curva con un compas y obtenemos la curva
CBD. Luego desde el punto B, con la misma amplitud, trazamos la curva CAD. Ahora
observe la parte de la derecha. Si unimos los puntos C y D con una recta obtenemos
una linea perpendicular a la linea que pasa por A y B. Sencillo.

[Imagen 2]
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Hay una diferencia muy importante entre el método aritmeético (el que hemos visto
anteriormente, a partir de los nimeros 3, 4 y 5) y el método geométrico (el que
traza curvas). Recuérdese que el trozo de cuerda o el palo que hemos usado antes
puede ser de cualquier longitud. Esto significa que también podriamos formar una
escuadra, por ejemplo, con una nueva cuerda que midiera el doble que la anterior.
Formariamos ahora un triangulo con los lados de 3, 4 y 5 veces la longitud de la
nueva cuerda, pero que, al ser el doble de larga que la anterior, medirian 6, 8 y 10
veces el tamafio de la cuerda primera. Lo mismo podriamos hacer con la mitad o
con el triple. Las posibilidades son ilimitadas, pero todas se pueden deducir de la
serie: 3, 4 y 5. Eso es constante: el hecho de que esa triada de nimeros permite
formar angulos rectos. Quien sepa esa relacién, sabe algo invariable. Los
pitagoéricos no sélo encontraron esta relacion, sino que, como diriamos ahora,
intentaron deducirla, fundamentarla con la razén, y buscar muchas constantes mas
(en los movimientos astron6micos, en las armonias musicales, etc.).




Probablemente, los sabios egipcios, décadas antes que los griegos, ya tuvieran una cierta idea de
esta relacion. En el llamado «Papiro de Berlin», encontrado a mitad del siglo XIX, se planteé el
problema matematico siguiente, tal vez con finalidad instructiva: Un 4rea de 100 codos cuadrados
es igual al area de dos cuadrados mas pequefios juntos. El lado de uno es igual a % + % del lado del
otro (los egipcios empleaban sélo fracciones con numerador 1 y excepcionalmente %4). ;Qué lado
tienen? La respuesta es logicamente 8 y 6 codos (6 codos son % + % de 8 codos), lo que nos lleva a
la relaciéon 102 = 82 + 62 (100 = 64 + 36), esto es, a la relacién de un tridngulo rectdngulo de
hipotenusa 10 y catetos 8 y 6, que tiene la misma forma que el triangulo de lados 5, 4 y 3.

Estos tres nimeros (3, 4 y 5) forman una «terna pitagdrica», es decir, generan un triangulo
rectangulo. Hay mas, como, por ejemplo: 5,12y 13; 7,24y 25; 8,15y 17; 9,40y 41; 11,60y 61; 12,
35y 37;13,84y85;16,63y65;20,21y29;28,45y53; 33,56y 65;36,77 y 85; 39,80y 89; 48, 55
y 73,65,72y 97, etc.

En la Geometria de Euclides se proporciona una férmula para generar infinitas ternas posibles: Si m
y n son dos ndimeros naturales (m > n),> y a la hipotenusa y b y c los catetos de un tridngulo
rectangulo, las ternas se pueden formar con las férmulas:

a=m?+n% b=2mn;c=m?-n?

También podemos formar ternas pitagéricas con la serie de Fibonacci. La serie de Fibonacci
comienza con 0, 1 y a partir del miembro 32 es la suma de los dos anteriores. asi:

0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34,55, 89, ...

Podemos formar ternas pitagéricas usando cuatro niimeros consecutivos (cuaternaria) de la serie
de Fibonacci. Un cateto es igual a la multiplicaciéon de los extremos de la cuaternaria; el otro es igual
a la duplicacién del producto de los dos nimeros centrales. La hipotenusa es, l6gicamente, la suma
de los cuadrados de los catetos. Por ejemplo, tomamos (13, 21, 34, 55), entonces:

b=13.55=715;c=2(21.34)=1428;ya="7152+ 14282 =15972

Por lo tanto, 715, 1428 y 1597 forman una terna pitagorica.

3.- NO SOLO EDIFICIOS SOLIDOS, SINO LA CUPULA CELESTE

Antes comenté que con angulos rectos podrian construirse edificios mas soélidos.
Es cierto, pero no solamente sirven para esto. Pondré otro ejemplo. Con un angulo
recto es muy facil construir un angulo de 302 y esto fue muy importante. Explicaré
el procedimiento, representado en la imagen 3.

5 El signo «>» significa mayor que. En este texto se usaran los signos matematicos habituales.
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[Imagen 3]

Supongamos que tenemos dos lineas perpendiculares, la que pasa por los puntos
MN y la que pasa por los puntos MO. Desde el punto M trazamos la curva NP (con
un compds, una cuerda) y, con la misma amplitud (de compas), trazamos la curva
MP desde el punto N. Unimos los puntos MP. Esa linea, la que pasa por los puntos
MP, forma un angulo de 309 con la linea MO. ;Para qué queremos tener un angulo
de 3097 Le puede parecer algo insignificante, pero no lo es. Piénsese que los seres
humanos comenzaron a orientarse a partir de la boveda celeste, que dividieron en
doce fragmentos, cada uno de los cuales mide 302 (3602/12=30%2). Después
imaginaron que las estrellas de cada fragmento formaban figuras, les pusieron
nombres -por cierto, bastante imaginativos- y asi era mas facil reconocerlas. De
este modo nacieron las constelaciones y los signos zodiacales, y se puede navegar
por el mar y engafiar a la gente con los horéscopos.

Con los angulos rectos también pueden construirse triangulos rectangulos, que
permitieron el desarrollo de la trigonometria, pero explicar esto excede de la
pretension de este libro (aunque en un epigrafe posterior utilizaremos alguna
nocion trigonomeétrica, pero no se preocupe porque alli se explicara).é

Adviértase que los pitagoricos, por asi decir, construyeron un puente desde la
aritmética (ndmeros) hasta la geometria (tridngulos, formas) y lo atravesaron por
primera vez. De este modo encontraron relaciones generales y, en cierto modo,
necesarias. Es lo que Platén denomind «ciencia» (episteme) y Aristételes
«sabiduria» (sofia). Es decir, se trata de buscar relaciones constantes en las
ilimitadas variables que nos ofrece la realidad, y hacerlo con el lenguaje
matematico. Recuerde: eso es la ciencia.

6 Algo parecido a lo explicado de Pitagoras, se podria decir del Teorema de Tales de Mileto. Pero
dejo esta ampliacion para la curiosidad del lector o la lectora.
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4.- ¢éEN MALTA BEBEN MUCHA COCA-COLA?

Las investigaciones suelen comenzar haciendo un disefio general (que muchas
veces se modifica a lo largo del proceso). Antes de entrar en el lenguaje
matematico (que es de lo que trata este texto), hay que recolectar una serie de
datos. Pues bien, muchos errores en las investigaciones proceden de una
recoleccién de datos poco escrupulosa. Pondré un ejemplo real.

El prestigioso y riguroso periédico britdnico The Times public6é en agosto de 2011
un reportaje sobre el consumo de Coca-cola, con un grafico a doble pagina donde
se representaba el consumo anual per capita de esa bebida en diversos paises
europeos. Tal vez por la aficién britanica a su sistema de medidas imperiales, la
cantidad de liquido consumida no se expresaba en litros, sino en el nimero
equivalente de los clasicos botellines de Coca-cola de 6,5 onzas. Segun el grafico, en
Estados Unidos el promedio era de 394 botellines por persona y afio. En Malta el
promedio era de 606 botellines. ;Por qué los habitantes de la isla mediterranea
consumian un 54% mas de refresco que los habitantes del pais donde Pemberton
invent6 esa bebida?? ;A qué se debe el incremento que hace de los malteses lideres
mundiales del consumo del liquido refrescante segiin The Times?

Es facil suponer que no se trata de ninguna pasiéon maltesa por la Coca-cola, sino
simplemente de un calculo erréneo, probablemente derivado de una confusién en
las personas que habian cubierto la informacidn, ya sea periodistas o responsables
del grafismo, en el dato de la poblacion de hecho y la poblacién de derecho de la
isla de Malta. Si en lugar de considerar las personas que efectivamente se
encuentran en la isla (poblacion de hecho), muchas de ellas turistas, se considera la
cantidad de la ciudadania maltesa (poblacién de derecho), l1a cantidad de botellines
de Coca-cola por persona naturalmente se incrementa.

5.- UN EJEMPLO PARA EMPEZAR A CALCULAR

De estas explicaciones previas debe recordar que buscamos algo constante. Si no lo
obtenemos, como ya averiguaron los antiguos griegos, simplemente no estamos
haciendo ciencia. Comencemos con un ejemplo. Observemos la tabla siguiente
(tabla 1)

7 El incremento de un 53% es facil de calcular. Se puede hacer una regla de tres: 394 botellines és a
100, como 606 es a x. El valor de x es de 153,8. Si restamos 100, obtenemos el incremento del
53,8%, redondeando 54%.
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Tabla 1. Cuotas medias en los centros de privados en ensefianzas universitarias y no universitarias en
Espafia (euros)

Centros privados 1999/00 2004/05 2009/10 2014/15
Ensefianzas universitarias 3.291€ 4.064 € 4,718 € 5411 €
Ensefianzas no universitarias 819 € 1.136 € 1.541 € 1.770 €

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Encuesta de Financiacion de la Ensefianza Privada 1999/2000,
2004/2005, 2009/2010 y 2014/2015 (www.ine.es).

La tabla 18 recoge las cuota media que pagan los estudiantes de centros privados
de ensefianzas universitarias y de ensefianzas no universitarias en Espafia en una
serie de cursos? en los que el Instituto Nacional de Estadistica (INE) realiza esta
encuesta. Los datos estan expresados en euros.

Aqui tenemos unas variables. En realidad, tres variables (cuota de ensefianza
privada universitaria, cuota de ensefianza privada no universitaria y cursos o
afios). La pregunta clave es ;qué hay de constante? Aparentemente nada. Si
afladimos esa tabla a un trabajo de investigacion realmente no estamos
investigando nada. Informamos de como varian las variables, pero eso no es hacer
ciencia, sino ofrecer una mera descripcion. Y naturalmente tampoco hacemos
ciencia si ponemos la tabla y nos dedicamos a glosarla, diciendo lo mismo que
aparece en ella. Este es un buen recurso para incrementar las paginas de nuestro
trabajo, pero un mal recurso para penetrar en el ambito de la ciencia.

Analicemos la tabla con mas detalle. Nos dice que, por ejemplo, un estudiante que
se matriculé en un centro privado de enseflanzas universitarias pagd, como
promedio, 3.291 € en el curso 1999/2000 y 5.411 € en el curso 2014/2015.
Entonces nos podemos preguntar: ;Qué se pagd en el curso 2007/2008 o
2012/2013? La tabla no nos lo dice, y menos ain qué se pagaria en el 2019/2020 o
en el 2024/2025. Pero entonces podemos establecer un modelo (mas adelante
trataré con mas detalle qué significa un «modelo»).

Vamos a suponer que los incrementos anuales son los mismos, es decir, que cada
afio la tasa de incremento de las cuotas de matricula fue idéntica. Si fuera la misma,
ya tendriamos un valor constante. Y si disponemos de ese valor, podremos calcular
las cuotas de los otros cursos que he indicado. Para simplificar el calculo, nos
referiremos al primer afio de cada curso (por ejemplo, en lugar de 1999/2000
tomaremos 1999)10 y solo los valores extremos, esto es el valor inicial y el valor

8 Puede descargar las tablas de este libro de la direccién:
http://www.uv.es/fjhernan/investigando.xls
9 Recuérdese que, en el hemisferio Norte, los cursos comienzan después del verano y concluyen
antes de las vacaciones de verano del afio siguiente, por lo que se aluden con dos afios naturales. En
el hemisferio Sur, sin embargo, el verano viene a coincidir con el comienzo del afio, por lo que los
cursos se designan con un solo afio natural.
10 Daria lo mismo si tomaramos el segundo afio, el 2000.

10




final. De esta manera podemos formar la siguiente tabla 2 que simplifica la
anterior.

Tabla 2. Simplificacion de la tabla 1

Valor inicial (1999) Valor final (2014)

Cuotas universitarias 3.291 € 5411 €

Cuotas no universitarias 819 € 1.770 €

Fuente: Elaboracion propia de la tabla 1.

Si tenemos un valor inicial (Vinicia) y un valor final (Vfina) y unos afos (afios), la tasa
de incremento anual (tasa) corresponde a la formula siguientell:

Vfinal = Vinicial 1+ tasa)aﬁos

Esta es una férmula muy conocida en calculos econémicos y financieros. Entonces,
despejando la formula para calcular la tasa, tendremos:

afios Vfinal

tasa = -1

Vinicial

El namero de afios es de 15 (2014 — 1999 = 15), por lo que para el caso de las
cuotas de ensefianzas universitarias:

t i 1=0,0337 = 3,37%
asa= 3291~ 7Y R

Y para el caso de las cuotas de ensefianzas no universitarias:

11 La deduccién de esta féormula es sencilla. Al final del afio 1, el Vi = Viniciat + (Viniciar X
tasa) = Vipiciat(1 + tasa); al final del afio 2, serd: Viig = [Vinicia(1 + tasa)] + [Vipicia (1 +
tasa) X tasa] = Vinicial + (Vinicial X tasa) + (Vinicial X tasa) + (Vinicial X tasaz) = Vi‘nicial(1 +
tasa)?, y asi sucesivamente; se trata de la misma férmula en la que el exponente del tltimo factor
coincide con los afios.
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t _ #|L770 1=0,0527 = 5,27%
asa = 819 VY - 9, 0

Aunque es probable que usted sepa utilizar la calculadora, no esta de mas explicar
como realizar estas operaciones de modo sencillo.

Hacer una raiz con el indice n (en este caso: 15) de un ndmero es lo mismo que
, 1 1 .
elevar ese numero a - (en este caso: E)' Por ello, lo mejor es comenzar con la

calculadora dividiendo 1 por 15 y guardando ese valor en la memoria. Después
hacemos la division y la elevamos a la cantidad que tenemos guardada en la
memoria (mediante la tecla [xY] -aqui utilizaré los paréntesis cuadrados para
indicar simplemente una tecla de la calculadora; por ejemplo: [1] es presionar la
tecla del «1»-) y luego restamos la unidad. En el primer ejemplo, la serie completa
de teclas y los resultados parciales que aparecen en la pantalla (en un recuadro)12
serian:

0,06666666666666666666666666666667

1,6441810999696140990580370707991

1,0337050630622411241083276652991

0,03370506306224112410832766529915

Si quisiéramos expresarlo porcentualmente, solo tenemos que dividir esta
cantidad por 100.

[/1[11[0][0] [=]

3,370506306224112410832766529915

12 E] numero de decimales puede variar en funcién del programa que usted utilice.
12



Es decir: 3,37%

Para calcular el segundo ejemplo, podemos saltar el primer paso, porque ya

1 )
tenemos el valor en la memoria.

Un ERROR habitual es calcular el porcentaje de incremento entre el valor inicial y el final y dividirlo
por el nimero de afios. En este caso el procedimiento errdneo seria:

Si 3.291 € corresponde al 100%
Entonces 5.411 € corresponde al x

Por lo que (segun la clasica «regla de tres»):

5411 x 100

x = 3291 = 164,418

Luego se supone que se habra producido un incremento del 64,418%, que dividido por los 15 afios
dard un incremento anual igual a 4,29%. El resultado es ldgicamente erréneo, porque, como vimos
mas arriba, el resultado correcto es 3,37%.

Si sabemos cual es el valor de la tasa anual podemos enfrentarnos a cuestiones
como averiguar si los valores intermedios (curso 2004/2005 y 2009/2010) estan
por encima o por debajo de los que corresponderian con la tasa constante o
podemos hacer una estimacion de las cuotas correspondientes a otros afnos o
incluso una prevision de valores futuros (mas adelante ofreceré un método mas
sencillo para averiguar esto mismo). Incluso podemos utilizar como valor inicial
1999 (es decir: 1999/2000) y como valor final 2009 y hacer una estimaciéon de
cudl tendria que ser el valor para 2014 y luego compararlo con el valor real.

Adviértase ademas que, en el caso de este sencillo ejemplo, la tasa de las cuotas de
ensefianzas no universitarias es superior a la de ensefianzas universitarias a pesar
de que en términos absolutos el valor de las cuotas es menor. Esta seria una
conclusiéon muy interesante de la investigacion, pero que depende, l6gicamente, del
modelo que hemos elegido (a saber: que las tasas serian iguales en todos los afios).

6.- OTRO EJEMPLO PARA EMPEZAR A DUDAR

Tal vez algin lector se haya sorprendido de que hable del modelo que hemos
«elegido», como si por el hecho de usar un lenguaje matematico no hubiera ya
ninguin resquicio a la eleccién. Incluso alguién podria invocar al mismisimo Isaac
Newton, una de cuyas frases mas célebres es: Hypotheses non fingo, «<No compongo
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hipétesis» (es decir, no hago suposiciones). Naturalmente, esta frase (jy todas!)
tienen que interpretarse en su contexto, pero para entender mejor que el lenguaje
matematico no esta refiido con algunas suposiciones (inherentes al mismo uso de
modelos), veamos un curioso ejemplo.

Imaginemos una suma infinita (que llamaremos S) con la forma:
§5=1-1+1-1+1-1+1-1+1..

;Qué vale S, es decir, qué suma esta serie ilimitada? En principio, podriamos
agrupar los nimeros de la serie por parejas:

+1-1;+1-1;+1-1...
Como + 1 -1 es cero, entonces:
S=0+0+0...

Por lo que podriamos concluir que S = 0. Ahora bien, también podriamos hacer los
agrupamientos a partir del segundo sumando, porque también - 1+ 1 es cero. Asi
la parejas:

-1+1;-1+1; -1+ 1, etc.

Serian equivalentes a una serie de ceros y entonces podriamos reformular la suma
como:

S=1+0+0..

Entonces, llegariamos a la conclusién de que S = 1. ;En qué quedamos, S=00 S =
1?7 Pues bien, todavia seria posible encontrar otra solucion. La suma, a partir del
segundo sumando:

-1+1-1+1-1+1-1+1..
Esla inversa de:
+1-1+1-1+1-1+1-1..

Que es precisamente S. Por lo tanto, a partir del segundo sumando podemos
sustituir la serie por -S, de forma que:

§=1-S§ y pasando la S de la derecha al otro miembro de la ecuacién:
25=1 y por tanto, dividiendo ambos miembros por 2:
S=1

2

. 1
Entonces, ;cudl es el valor de §7 ;0?, ;17?, ;=7
2
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En realidad, lo que hemos hecho en cada uno de los tres casos es tomar una serie
de decisiones (sumar dos a dos, sumar dos a dos a partir del segundo sumando o
considerar una parte de la serie el inverso de S), que dan resultados distintos 13

7.- LA LINEA MAS PROXIMA A LOS PUNTOS

Volvamos al ejemplo del epigrafe anterior, sobre las cuotas que se pagaban en los
centros de ensefianza privados. Volveré a copiar la tabla 1, para que no tenga que ir
pasando paginas adelante y atras.

Tabla 1. Cuotas medias en los centros de privados en ensefianzas universitarias y no universitarias en
Espafia (euros)

Centros privados 1999/00 2004/05 2009/10 2014/15
Ensefianzas universitarias 3.291€ 4.064 € 4,718 € 5411 €
Ensefianzas no universitarias 819 € 1.136 € 1.541 € 1.770 €

Fuente: Instituto Nacional de Estadistica. Encuesta de Financiacion de la Ensefianza Privada 1999/2000,
2004/2005, 2009/2010 y 2014/2015 (www.ine.es).

Vamos a proceder a realizar un grafico con la tabla 1, es decir, representar los
valores en unos ejes cartesianos (o unos ejes XY).

Se cuenta que René Descartes inventd el diagrama que lleva su nombre (el latin su
nombre era «Cartesius» de donde procede «cartesiano») viendo cémo unas moscas
deambulaban por su mesa. Los desplazamientos de los insectos se podian describir
—-penso él- a partir de las distancias que mantenian los bichos con los bordes de la
mesa. Sea verdad o no, lo cierto es que la mesa y las moscas se parecen a los ejes
cartesianos, que son dos lineas rectas perpendiculares (que forman un angulo
recto de 902 jvolvemos a los pitagéricos! jqué importantes son los angulos
rectos!), que determinan un plano en el que se pueden trazar puntos.

Podemos hacerlo manualmente o mecdnicamente (que siempre resulta mejor). Se
cargan los datos de la tabla 1 en una hoja de calculo (yo he utilizado el programa
Excel, pero sirve cualquier otro) y después se seleccionan las celdas con los datos

13 Para expresar la multiplicacién de dos factores, en este texto se utilizara el signo «Xx», el punto «.»
o simplemente ubicar los factores juntos. Asi, serd lo mismo «aXxb», «a*b», «a.b», «ab» o,
légicamente, «bax.
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pasando el cursor por ellas mientras se mantiene presionado el botdén izquierdo
del ratén y luego, en los botones de instrucciones superiores, se pide al programa
que inserte un «grafico de dispersion XY» (o «de burbujas»). Se obtiene asi el
Grafico 1.

[Grafico 1]

€6.000

€5.000

€4.000 ]

€3.000

€2.000

£1.000 o

€0 T T T 1
1995 2000 2005 2010 2015

jAqui tiene las moscas y la mesa de Descartes!

Los cuatro puntos superiores corresponden a las cuotas universitarias y los cuatro
inferiores a las cuotas no universitarias. Dejemos de lado, por el momento, los
cuatro puntos inferiores y concentrémonos en los cuatro superiores. Esta claro que
en ese plano podriamos trazar infinitas lineas rectas (usted podria coger una regla
y un boligrafo y dedicarse a rayar el rectangulo donde esta el grafico hasta cubrirlo
totalmente: jinfinitas lineas rectas!). Pues bien, de todas ellas habra una recta que
sera la que tendra menores distancias a los cuatro puntos superioresl4. Esta linea
(en este caso, recta -mdas adelante veremos lineas curvas-) recibe el nombre de
linea de tendencia (recta o lineal).

Seria una pérdida de tiempo que le explicara a usted como puede trazar
manualmente esa linea de tendencia, cuando disponemos de ordenadores y

14 La distancia entre una linea se mide con la perpendicular a la linea que pasa por el punto.
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programas que lo hacen en una fraccién de segundo. Por ello, utilizaremos estos
«amigos inhumanos»1>. El procedimientos es sencillo. Realizado el grafico en la
hoja de calculo (o incluso, trasladado a un editor de textos), simplemente se coloca
el cursor sobre un punto cualquiera de la serie (los cuatro puntos superiores, en
este caso) y, haciendo clic en el boton derecho del raton (o su equivalente), se abre
una ventana de diadlogo y se le pide al programa <Agregar linea de tendencia>
(vease la imagen 4, penultima linea).

[Imagen 4]

Eliminar
s Restablecer para hacer coincidir el estilo
1.1 Cambiar tipo de grafico de series...

E# Muodificar datos 3

Agregar etiquetas de datos 2

Agregar linea de tendencia...

B4 Darformate a serie de datos...

s

Después podemos hacer lo mismo con los cuatro puntos inferiores. Los programas
nos permiten definir las caracteristicas de las lineas (grosor, tipo, incluso si
queremos que se amplien por detras -hacia la izquierda- o por delante -hacia la
derecha-). De este modo obtenemos el grafico 2.

[Grafico 2]
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[Para distinguir las dos lineas he trazado las lineas de manera diferente: Cuotas universitarias: linea
discontinua superior; cuotas no universitarias: linea continua inferior]

15 Tomo esta agradable expresion del periodista, especializado en ajedrez, Leontxo Garcia.
17



El grafico 2 nos permite observar a simple vista que, por ejemplo, el punto de 2004
(curso 2004/2005) en el caso de las cuotas universitarias o el punto de 2008
(2009/2010) en el curso estan ligeramente por encima de la linea (;Lo ve?). ;Qué
significa esto? Pues algo bastante sencillo: si calculamos el valor correspondiente
para esos puntos con la férmula citada anteriormente y con los valores de las tasas
establecidos anteriormente veremos que el valor estimado queda por debajo del
valor real que aparece en la tabla 1. Mas adelante ofreceré un procedimiento mas

sencillo.16

16 Puede ser que usted se pregunte: «Y si hay un procedimiento mas sencillo, ;por qué no lo explica
ahora». Escribi al principio que debe leer este libro como una novela.
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8.- CRUZANDO DE NUEVO EL PUENTE, EN EL OTRO SENTIDO

Y ahora vamos a proceder a realizar una cosa muy importante, asi que me gustaria
que prestara la mayor atencion al argumento.

Recordara usted que, con los pitagoricos, atravesamos el puente que iba desde los
numeros (el ejemplo de 3, 4 y 5) hasta las formas (el tridngulo rectangulo). Pues
ahora vamos a cruzar de nuevo el puente, pero en sentido contrario: vamos a pasar

de las formas a los nimeros, por asi decir. Lo podemos hacer porque, en el plano
cartesiano, toda recta esta asociada a una funcién del tipo:17

y=ax+b

Que por ello se suele denominar funcién de la recta (en realidad, toda linea esta
asociada a una funcidn, pero de esto hablaremos mas adelante).

Recuerde que una funcién o aplicacién es una regla que relaciona un elemento de
un conjunto con un elemento de otro conjunto. La expresion y = f(x) significa
precisamente eso, que podemos entender la variable y como una funcion (f) de la
variable x, esto es como f(x).

La expresion y = f(x) es una ecuacion, es decir, una igualdad que expresamos con
el signo «=», que fue utilizado por primera vez por Robert Recorde en el afio 1557,
y lo que hizo fue precisamente expresar algo, la igualdad de dos cosas, mediante
dos lineas rectas iguales (jy de eso precisamente estamos hablando todo el tiempo,
de expresar relaciones mediante lineas y viceversa!).

Atendamos al significado de a y b en la funcién de la recta. Por un lado, b es
naturalmente el valor que tiene y cuando x es cero (si x = 0, entonces y = ax + b,
se convierte en: y = a0 + b = b), es decir, el punto en el que se cortan la linea de
tendencia y el eje y. Por otro lado, a indica la pendiente de la recta, esto es, lo
inclinada que esté.

Como veremos mas adelante, en realidad, a es equivalente a la tangente del 4ngulo que forman la
linea de tendencia y el eje x (o cualquiera de sus paralelas!8)

17 En algunos manuales se usan las letras «m» y «n»; entonces la forma de la funcién de la recta
serfa:y = mx + n.
18 Por el teorema de Tales, ya mencionado, que trata de la interseccion de una paralelas por una
linea.
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La ecuacion de la linea de tendencia puede establecerse manualmente o
mecanicamente (lo que resulta mas facil). Al agregar la linea de tendencia (véase la
anterior imagen 4), el programa nos ofrece la posibilidad de <Presentar ecuacion
en el grafico>, como aparece en la imagen 5 (observe la penultima linea de la
ventana de dialogo).

[Imagen 5]

Formato de linea de te... ™ %

Opciones de linea de tendencia ¥
> ol

4 Opciones de linea de tendencia

Exponencial

Logaritmica

Polindmica

Potencial

Media mavil 2

MNombre de la linea de tendencia

* Automatico Lineal (Series]
Personalizado
Extrapolar
Adelante 0,0 peria
Hacia atras 0,0 peria

Serialar interseccion 0,0
Presentar ecuacidn en el grafico

Presentar el valor R cuadrado en el
grafico

(Las imagenes 4 y 5 corresponden al programa Excel. Es légico que otros
programas presentan ventanas de didlogo semejantes, o que en otras versiones -
anteriores o posteriores-, la forma sera ligeramente diferente)

El resultado que podemos obtener se presenta en el grafico 3
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[Grafico 3]

€6.000
.-®
€5.000
y = 140,28x - 277101 -&
€4.000 Y Sidal
O
€3.000
€2.000
y = 65,16x - 129427
€1.000 pa—
€O T T T 1
1995 2000 2005 2010 2015

[Cuotas universitarias: linea discontinua; cuotas no universitarias: linea continua]

Disponemos, pues, de dos procedimientos para hacer estimaciones, en cada caso.
Por ejemplo, podemos calcular la cuota que corresponderia a un determinado
curso (afio), con la férmula general del epigrafe 519 y las tasas correspondientes
que hemos calculado anteriormente o con la funcién que hemos establecido ahora
(que tal vez sea un procedimiento mas sencillo).

Naturalmente, si un punto se aleja mucho de la linea de tendencia puede ser por
causas espureas (tal vez una mala medicién o alguna caracteristica peculiar de ese
dato). Por eso siempre es recomendable visualizar los valores de una tabla en unos
ejes cartesianos (en una grafica).

Ahora se entendera que la tasa o la ecuacién nos acercan a esa aspiraciéon a
descubrir algo constante, a ese intento de huir de la inmensa variabilidad de lo
real, que anima a la ciencia desde los pitagoéricos. Repito: las tablas no son ciencia
(v su comentario, menos). La ciencia comienza cuando seguimos nuestro camino
buscando relaciones permanentes, constantes, a las que las tasas o las funciones
nos pueden aproximar.

19 Recuerde: Viinar = Viniciar (1 + tasa)®.
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9.- iCUANTOS CUANTILES!

Para comprender el epigrafe siguiente -y algunos otros posteriores- he de
introducir una explicacién sobre qué son los cuantiles.

Tal vez usted no escuchd nunca la palabra «cuantil», pero si «percentil». Por
ejemplo, es habitual que los ginecélogos o los pediatras informen a los
progenitores de que los recien nacidos estan en tal o cual percentil en su
desarrollo. Pues bien, los percentiles son un tipo de cuantiles.

Supongamos que asociamos a los individuos de un grupo con una variable (por
ejemplo, la altura, que era nuestro primer ejemplo) y después los ordenamos de
menor a mayor segun el valor de la variable (los valores menores, a la izquieda).
Tenemos entonces una muestra ordenada. Diremos que una determinada altura es,
por ejemplo, el cuantil 0,40 si el individuo que tiene esa altura tiene a su izquierda
el 40% de la muestra (es decir, que el 40% de la muestra presenta valores
inferiores). Se podria decir que un cuantil es como un corte que hacemos en una
muestra ordenada.

Los cuantiles mas usados son los cuartiles, que dividen la muestra en cuatro partes,
de manera que el cuartil primero tiene el 25% de la muestra a su izquierda, el
cuartil segundo el 50%, el cuartil tercero el 75% y el cuartil cuarto el 100%; los
quintiles que dividen la muestra en cinco partes, cada una con el 20% del total; los
deciles que la dividen en diez partes, representando cada una el 10% del total, y los
centiles o percentiles (ya mencionados antes) que dividen la muestra en cien
partes, cada una con el 1% del total. Es obvio que el cuartil segundo corresponde al
decil quinto y al percentil quincuagésimo, y todos ellos equivalen a la mediana (el
valor que esta en el punto medio) de la distribucién de la muestra.

En algunas investigaciones se puede distribuir la muestra en cuantiles, quintiles o
deciles, y calcular, por ejemplo, el promedio de cada grupo. Esto permite apreciar
mejor la diferencia entre los individuos. De esta manera, por ejemplo, la Unién
Europea calcula la desigualdad de los diversos paises, como la proporcion entre los
ingresos anuales del quintil superior y la del inferior. Asi, podemos averiguar qué
paises son mas igualitarios y en qué paises hay mas desigualdad (como es el caso
de Espafia).

Asi pues, una de las cosas interesantes que se puede hacer en la investigacion
educativa cuando se dispone de una muestra es ordenarla, calcular cuantiles y
establecer relaciones entre ellos. Obtendremos asi medidas de desigualdad no solo
social, sino también de recursos, rendimientos, etc. (mas adelante ofreceremos
otros procedimientos para considerar la desigualdad en la investigacion
educativa).
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10.- PENDIENTES Y ANGULOS

Como es conocido, la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico
(OCDE) realiza desde afos las denominadas pruebas PISA (acrénimo de
«Programme for International Student Assessment»). Se trata de una prueba a una
muestra de estudiantes del curso correspondiente a los 15 afios en las areas de
matematicas, ciencias naturales y lengua (de 15 afios como moda estadistica). Se
ofrecen tanto los resultados generales, en una escala de puntuaciéon propia (que
oscila en torno a los 500 puntos), como también los porcentajes de estudiantes en
cada nivel de rendimiento. En este sentido, se distingue lo que PISA considera
«bajo rendimiento» (los dos niveles inferiores de los cinco que se establecen).
Resulta relevante la nocion de bajo rendimiento por cuanto la Unién Europea ha
establecido en su Estrategia Educaciéon y Formaciéon 2020 el objetivo de que tal
indicador se sitie por debajo del 15% para el final de la década en los distintos
paises de la Unién Europea. PISA ofrece sus resultados desagregados por multiples
variables, una de las cuales es la que denominan «estatus socioecondémico» (ESCS,
por las siglas utilizadas). En la base de datos de los resultados de PISA
entontramos el porcentaje de bajo rendimiento correspondiente a cada cuartil de
estatus socioeconémico para el caso de la prueba de ciencias naturales. (En el
epigrafe anterior ya se explico lo que era un cuartil).

Pues bien, seglin los datos de PISA para el conjunto de la OCDE, los datos de bajo
rendimiento en ciencias naturales segin los cuartiles del indice de estatus
econdmico son los recogidos en la tabla 3, donde también se ha afiadido la fila del
«no bajo rendimiento», esto es, el valor complementario al bajo rendimiento, es
decir, el porcentaje de estudiantes que en cada cuartil de estatus socioeconémico
no presentan bajo rendimiento, lo que se obtiene facilmente restando cada
porcentaje de la unidad.

[Tabla 3]
Cuartil 12 Cuartil 22 Cuartil 32 Cuartil 42
Porcentaje de bajo rendimiento 34,0% 23,3% 16,7% 9,3%
Porcentaje de no bajo rendimiento 66,0% 76,7% 83,3% 90,7%

Fuente: Elaboracion propia datos PISA (OCDE)

Lo que nos dice esta tabla 3 es que en el caso de los estudiantes con estatus
socioeconOmico inferior (cuartil 19) una tercera parte aproximadamente tienen un
bajo rendimiento educativo (o, a la inversa, dos terceras partes no lo tienen) y que
solo menos de una décima parte de los estudiantes con estatus socioeconémico
superior (cuartil 42) tienen bajo rendimiento educativo (a la inversa, un 90% de
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estos estudiantes no lo tienen). Es trivial que si estos porcentajes fueran iguales el
estatus socioeconémico no tendria relacién con el rendimiento educativo, lo que
naturalmente no es el caso.

Recuérdese que este ejemplo pretendia ilustrar otro uso de la linea de tendencia. A
continuacién vamos a representar los valores de no bajo rendimiento de la tabla 3
en los cuantiles del indice de estatus socioeconémico, que representaremos en el
eje x. Se forma asf el grafico 4.

[Grafico 4]
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Fuente: PISA 2015 Results (Volume 1), OECD Publishing, Paris. DOI:
http://dx.doi.org/10.1787/9789264266490-table124-en Tabla I.6.6a. Valores globales OCDE

A continuacidon, anadiremos una linea de tendencia recta. Esa linea de tendencia
corta las lineas paralelas horizontales del grafico, determinando siempre los
mismos angulos. También hemos marcado ese angulo que se repite con un
pequefio arco y lo designaremos con la letra griega a. Ese angulo representa la
pendiente de la linea de tendencia recta.

En este caso hemos utilizado una linea de tendencia recta, que también presenta
una funcién que, al tratarse de una recta, se corresponde con la ecuacion que tiene
la forma general:

y=ax+b
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[Gréfico 5]
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En el ejemplo, la funcién toma el valor siguiente:

y = 0,3228x + 0,59

Atendamos al significado de a y b en la funcién de la recta. Como ya escribi, b es
naturalmente el valor que tiene y cuando x es cero, es decir, el punto en el que se
cortan la linea de tendencia y el eje y (se puede ver perfectamente en el grafico 5)
Por otro lado, a indica la pendiente de la recta. En realidad, es equivalente a la
tangente del dangulo que forman la linea de tendencia y el eje x (o cualquiera de sus
paralelas, como también puede verse en el grafico 5), que es nuestro angulo a.

Recuérdese que en un triangulo rectangulo (y aqui lo forman la linea de tendencia,
las lineas horizontales y cualquier linea vertical paralela al eje y), la tangente del
angulo a, que se abrevia «tan a» es la proporciéon entre el cateto opuesto (al
angulo a) y el cateto contiguo (al dngulo a) de un triangulo rectangulo.

En general, el valor de la tangente de un angulo esta entre —oo y +o0o (puede tener
cualquier valor entre menos infinito y mas infinito). Sin embargo, en nuestro caso,
como se trata de angulos del denominado primer cuadrante (porque el
rendimiento del cuartil superior es mayor que el del cuartil inferior y las lineas de
tendencia son crecientes), el valor esta mas bien entre 0 y +c0. Podemos concretar
todavia mas. Aunque en teoria el valor pudiera ser muy elevado (+0), en realidad,
a no superara el valor 1,6 (que es el de la linea de tendencia en el caso extremo de
que el porcentaje de no bajo rendimiento en los dos cuartiles inferiores fuera del
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0% y en los dos cuartiles superiores del 100%). En el caso concreto de los paises
que realizaron la prueba PISA en el afio 2015, tan a oscila entre 0,0039 (que
corresponde a los resultados de Macao) y 0,6804 (que corresponde a los de Pert).
Asi pues, con los valores de los cuartiles podriamos construir un indice de
desigualdad, de caracter comparativo, y aplicarlo a todos los paises que se realiza
la prueba PISA, y todo ello a partir de la pendiente de la linea de tendencia de los
valores de los cuartiles. Simple, pero eficaz.

Si usted ya ha comenzado a practicar el ejercicio de pensar relaciones imaginando
rectas y angulos, tal vez se haya planteado la cuestidon siguiente: en el asunto
anterior ;se puede utilizar la obertura del dngulo en lugar de la medida de la
tangente? Si, efectivamente, y el resultado seria el mismo. Una tangente de 0,3228
corresponde a un angulo de 172 53’ 24”, que es lo que se denomina arcotangente
(que se abrevia: «arctan»). Lo puede averiguar con una calculadora o, incluso, con
paginas web, que permiten el calculo on line.

Es muy importante poder ofrecer los resultados de la investigacion educativa de
manera simple, pero eficaz. De nada sirven resultados complicados. Tan simple es
el valor de la tangente (tan) como los grados del angulo (arctan).

Lo importante aqui es el establecimiento de un indice a partir de la pendiente de la
linea de tendencia (ya sea como «tan» o como «arctan») que permita comparar, y
la comparaciéon es un paso firme hacia la ciencia. Anote también esto: si no

podemos comparar, no estamos en el reino de la ciencia.

Fijese lo que hemos hecho: hemos reducido los cuatro datos de unos cuantiles a un
Unico indicador («tan» o «arctan») y eso nos permite comparar mejor que si vamos
arrastrando muchos datos. Mas adelante se expondran otros procedimientos
analogos.

Hasta aqui estoy escribiendo sobre lineas «rectas» como si fuera algo sencillo. ;Que
pasaria si le dijera que no existen las lineas rectas, que solo existen lineas curvas?

11.- HABITAMOS EN LAS CURVAS

Pero ;qué es una curva?

Tal vez usted, cuando haya leido la pregunta «;qué es una curva?», ha tenido la
tentacion inmediata de sefalar un objeto curvado de su entorno o dibujar un trazo
curvo (un arco) en un papel, y puede que haya pensado o haya dicho: «eso es una
curva». Es cierto, pero solo en parte. Porque también si ha sefialado algin objeto
de perfil rectilineo o ha trazado una linea recta, eso también es una curva. Una
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linea recta no es mas que un tipo de curva (por ejemplo, un arco de circunferencia
de radio infinito).

Dos ejes perpendiculares, un plano cartesiano, unos puntos... ;facil? Légicamente, a
estas alturas del texto, usted ya tiene buenos motivos para desconfiar de algo que
parece tan sencillo (jhagalo!). Porque, ;no son también los ejes rectilineos dos
curvas, dos arcos de radio infinito? Y una curva, ;no es una sucesién de puntos? Y
el plano «cartesiano», ;jno sera también, en tanto que plano, un tipo especial de
superficie curva? Pues si, asi es. Tal vez ahora se entienda mejor la frase que leyé
en la introduccién: «No hay aqui respuestas sino cuestiones para aprender a
indagar».

Pero ademads, una de las consecuencias de la teoria de la relatividad general
formulada por Albert Einstein, es que habitamos en la curvatura del espacio-
tiempo. Las curvas no estan fuera, sino que vivimos en ellas. Por tanto, en nuestro
universo curvo no puede extrafiarnos que las relaciones entre dos variables
adopten precisamente esta forma.

Volvamos a nuestro ejemplo inicial: ;Como se relacionan las variables altura y
edad?

Naturalmente, esta no es una relacion lineal: jTodos los afios no crecemos lo
mismo! Por tanto, la respuesta a la pregunta es facil: si guardan una relacién, esta
se podra expresar mediante una curva (adviértase que no se dice que la relacién
sea la curva, sino que se expresa mediante ella29).

Por ejemplo, la imagen 6 es un ejemplo de una curva que relaciona edad y altura.
Estd elaborada por la Organizacién Mundial de la Salud y se refiere a nifios (no
nifias) entre 0 y 2 afios.

Fijese ademas que en este grafico en realidad se presentan las curvas de los
percentiles 3¢, 152, 502, 852y 979,

Pues bien, haré aqui una afirmacion tajante: no entraremos en el ambito de la
ciencia si no podemos representar algo en unos ejes cartesianos. Y lo que se
representa tampoco es la ciencia misma, sino que lo que se expresa es una relacidn,
la que queda invisible para los ojos, como decia El Principito.

20 Por eso he hablado de lenguaje matemadtico. Sobre esto debatieron interminablemente los
fildsofos medievales, con el ejemplo de la palabra «rosa»: ;Qué relacion hay entre la rosa y la
palabra «rosa»? Una de los filosofos mas importantes clarificador en estos debates fue Guillermo
Ockam. Por esta razon, el novelista Umberto Eco llamé Guillermo al protagonista de su novela El
nombre de la rosa.

27



[imagen 6]
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Naturalmente uno puede indagar la realidad natural o social de muchas maneras y no todas ellas
tienen que utilizar necesariamente nociones cuantificables. Ademas, hay conceptos cientificos que
no podemos expresar como un ndmero. Por ejemplo, la «vida» es un concepto cientifico (y muy
importante hasta el punto que da nombre a una ciencia: la biologia, del griego «bios» que significa
«vida»), y no podemos decir que alguien tiene «3» o «5» de vida (salvo que estemos jugando a un
videojuego, pero esto es otra cosa). Pero estos dos argumentos no invalidan lo dicho antes. Porque,
por una parte, se pueda indagar una realidad natural o social con técnicas no cuantitativas (por
ejemplo, mediante técnicas cualitativas) e incluso puede ser que se alcance de este modo un
repertorio de tesis verdaderas, pero eso no significa que tengamos que considerarlas ciencia, del
mismo modo que «observo por la ventana que el sol brilla» puede ser una afirmacién verdadera (e,
incluso, muy util o muy inspiradora), pero no por ello forma parte de la ciencia. Y, por otra parte, es
cierto que hay conceptos cientificos que no podemos traducir a un niimero?!, pero la biologia
expresa relaciones que si que se pueden representar en ejes cartesianos: por ejemplo, la relacién
entre la cantidad de nutrientes y el crecimiento de una planta.22

Por eso, el primer consejo para cualquier investigacion sobre la educacién es que,
mas pronto que tarde, intente hacer alguna curva en unos ejes cartesianos, intente
expresar de esa manera lo que quiere investigar.

21 Nicholas Georgescu-Roegen, cuyos textos inspiran este recuadro, habl6 de conceptos que no eran
«aritmomorficos» (es decir, con forma numérica).
22 Dejo aqui de lado el debate sobre las ciencias hermenéuticas. Sobre esto Usted puede leer mi
texto: «Fundamentos filoséficos y socioldgicos de la investigacion biografica», que encontrara aqui:
<https://www.uv.es/fjhernan/uab.pdf>
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12.- TRAZANDO CURVAS

Si comprendié (o ya habia comprendido antes de comenzar a leer este texto) que la
ciencia expresa relaciones que generalmente podemos representar en ejes
cartesianos?? mediante curvas, podemos dar el siguiente paso de nuestro
argumento, que no resulta facil. Por ello utilizaremos otro ejemplo del ambito
educativo.

El grafico 6 representa el porcentaje de abandono educativo temprano (es decir, el
porcentaje de estudiantado que no cursa educacion secundaria postobligatoria) en
el conjunto de la Unién Europea entre los afios 2005 y 2018. En el eje x (el eje de
las abscisas o eje horizontal) tenemos los afios de la serie y en el eje y (el eje de las
ordenadas o eje vertical) los porcentajes de abandono educativo temprano del
conjunto de la Unién Europea?4.

[Grafico 6]
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Fuente: Eurostat cf. <https://ec.europa.eu/eurostat> codigo: tesem020 (consulta 24/02/2019)

iDe nuevo tenemos aqui las moscas de Descartes! Si alguien dijera, por ejemplo,
que el abandono educativo temprano desciende no estaria haciendo ciencia,
porque no estarfa expresando ninguna relacién?2> (igual que no es ciencia decir que
por mi ventana veo brillar el sol o componerle un lindo poema), simplemente
estaria comentando una grafica. Para comenzar a hacer ciencia tengo que, como he
propuesto, trazar una curva. j;Una?! En realidad se pueden trazar infinitas curvas
que pasen por esos puntos Podria distraerse cogiendo un boligrafo y trazando una

23 Con ejes de dos 0o mas dimensiones, claro.

24 La misma pagina de Eurostat (que es agencia de estadistica de la Unién Europea) permite
descargar los datos en diversos formatos.

25 E] filésofo Immanuel Kant hablaba, con razoén, de la ciencia como una relaciéon «universal y
necesaria».
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espiral desde un punto central al que estuviera a la derecha y luego al de la
izquierda y asi sucesivamente hasta unirlos todos. Y luego comenzando por otro
punto y siguiendo otro orden. Después de ese ejercicio (relajante, sin duda) habra
llegado a la conclusién de que en ese plano se pueden trazar infinitas curvas que
pasen por los puntos marcados (antes ya escribi sobre como podemos trazar
infinitas rectas). Pues vamos a ir viendo las que se pueden trazar con la hoja de
calculo.

Le advierto que las largas explicaciones que siguen son un poco arduas. Si
quiere, puede saltarselas y volver a ellas cuando lo precise.

Linea de tendencia exponencial

Procedemos como hemos antes con la linea de tendencia, pero en lugar de escoger
en la ventana de dialogo de la imagen 5 la opcion «lineal», comenzaremos con la
primera opcidén: «exponencial». Introduciremos también la ecuacién en el grafico.
El resultado es el grafico 7.

[Grafico 7. Linea de tendencia exponencial]
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Una curva exponencial tiene una funcién con la forma:

y = aeb*

Donde a y b son nimeros cualesquiera y e es un nimero constante (e es un nimero
irracional, que sirve de base para los logaritmos naturales o neperianos que
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equivale a: 2,7182818284590452353602874713527... 26 -tiene un numero
infinito de decimales -).

En el caso anterior, la ecuaciéon de la linea de tendencia es:

y = 4E+31e-0,035x
Esta notacion resulta un poco inhabitual, por lo que hay que explicarla.
4E+31 significa: 4 por 10 elevado a 31 (es decir un 4 y 31 ceros)

e-0.035x significa el nimero e elevado a -0,035x

Vamos a hacer, por ejemplo, la estimacion con esta férmula para el afio 2020 (es
decir: ;qué abandono habra en ese afio?). Primero explicaré el procedimiento con
una calculadora (fisica o digital) y luego con una hoja de calculo.

Procederemos asi con la calculadora.

Primero calcularemos el producto -0,035 por x (aqui: 2020), tecleando lo siguiente:

[-1[01L1[01[3][5] [*] [21[01[2][0] [=]

-70,7

Ahora, elevaremos el nimero e a ese valor. Para ello presionaremos la tecla [Inv]
de funciones inversas y después utilizaremos [e¥]. Procederemos asi:

[Inv] [e*]

1,974149914813674101594720725051e-31

Adviértase que en esta formula la letra e significa «por 10 elevado a» (no el
numero e)27. Guardamos ese valor en la memoria

[M+]
Después elevamos 10 a 31 y lo multiplicamos por 4 asi:

[11{0] [27 [3][1] [=] [*] [4] [=]

40000000000000000000000000000000

(Advertencia: este paso también se puede hacer de otro modo: [4] [Exp] [3][1] [=],
pero seguiremos con el otro procedimiento para no complicar el asunto)

[*] [IMR] [=]

7,8965996592546964063788829002042

26 En algunas calculadoras hay una tecla con el nimero [e]. En otras, se puede conseguir anotando
en la pantalla [1] y presionando la tecla [e*]. A veces esta aparece con [Inv][In].
27 Seguro que alguna vez se habra preguntado: ;por qué hacen las cosas tan complicadas y unas
veces unas letras significan una cosa y otras veces otra? Si, yo también me lo he preguntado y no
tengo respuesta.
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Por tanto, el abandono previsto para el afio 2020 es de 7,89% (en el grafico 5 los
valores del y son porcentajes, aunque no se diga alli).

Si se prefiere utilizar el programa Excel u otra hoja de célculo, entonces podemos:

Anotar en una celda, por ejemplo Al, el afio del que queremos hacer una
estimacion.

Seleccionar la celda donde queremos obtener el resultado y teclear en la barra de
formulas (que también expresaré mediante un recuadro):

=4*POTENCIA(10;31)*POTENCIA(EXP(1);(-0,035*A1))

(si el afio se anota en otra celda, tendra que sustituir su nombre por el de Al en la
férmula anterior). Darle a la tecla [ENTER] y listo.

Linea de tendencia logaritmica
Con esta opcidn se genera el grafico 7 y la ecuacion correspondiente.

[Grafico 7. Linea de tendencia logaritmica]
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Una curva logaritmica tiene una funcion con la forma:

y=aln(x)+b
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Donde a y b son nimeros cualesquiera y In es un logaritmo natural o neperiano?8
(un logaritmo que tiene el nimero e como base). En ese caso la ecuacion resultante
es:

y = —899,21In(x) + 6853

Vamos a realizar la misma estimacion para el afio 2020, siguiendo los pasos
siguientes con la calculadora:

[2][0]{2][0] [In]

7,6108527903952504443194218430555

[*1 [AL-1I8] (9191 L1211 [=]

-6843,6788291234091995320241212755

(otra posibilidad, para evitar los paréntesis, es multiplicar por 899,2 y después
invertir el signo con la tecla [£])

Por ultimo, anadimos el segundo sumando del miembro de la derecha de la
ecuacion:

[+] [6][8][5][3] [<]

9,3211708765908004679758787244675

Por tanto, el abandono previsto para el afio 2020 es de 9,32%

Si quiere utilizar una hoja de calculo, seleccione una celda (por ejemplo, Al) y
luego seleccione otra, donde quiera obtener el resultado, y escriba en la barra de
formulas:

=-899,2*LN(A1)+6853

Y presiona la tecla [ENTER].

Adviértase que el valor resultante es ligeramente diferente al anterior jporque en
definitiva estamos con dos modelos diferentes -la curva exponencial y la curva

28 Recuerde que un logaritmo es, por asi decir, lo inverso de una potencia. Si, por ejemplo,
103=1000, entonces el logaritmo en base 10 de 1000 es 3, lo que se expresa asi: logip 1000=3 . Los
logaritmos naturales o neperianos tienen como base el numero e. Por ejemplo: loge 1000=6,9077...,
porque e®%077-- o, si prefiere, 2,7182...69077-, es igual a 1000, aunque no se escribe log. sino In.
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logaritmica-. Si continuamos con las otras curvas obtendremos otros resultados
distintos. Si esto le incomoda, vuelva a leer el epigrafe 6.

Dejaremos ahora de lado la curva polindmica, que explicaré mas adelante.

Linea de tendencia potencial
Con esta opcidén se genera el grafico 8 y la ecuacion correspondiente.

[Gréfico 8. Linea de tendencia potencial]
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Una curva potencial tiene una funcion con la forma:
y = ax?
Donde a y b son nameros cualesquiera. Aqui la funcion de la curva es:
y = 5E+232x70.11
Recuerde que esta «E» mayuscula significa aqui «por 10 elevado a».

Realizaremos con una calculadora la estimacion para 2020.

[2][0][2][0] [T [AL-][7IIOILITI[AID] [=]

1,8273237047649572577741553738488e-232

[M+]

También en esta formula la letra e significa «por 10 elevado a» (no el namero e).
Luego calculamos el término a y lo multiplicamos por el registro de la memoria.

[11[0] L] [21[31[2] [*] [5]
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5,e+232

(También se puede hacer este paso con la tecla [Exp], como se explico antes)

[*] [MR]

9,136618523824786288870776869244

Por tanto, el abandono previsto segun esta curva para el afio 2020 es de 9,13%.

Para hacer la estimacién con una hoja de calculo, como Excel, hay que seleccionar
una celda (por ejemplo: Al), en la que escribiremos el afio, y en la que queramos
obtener el resultado, seleccionarla y escribir en la barra de férmulas:

=-899,2*LN(A1)+6853

Linea de tendencia polinémica

Antes de mostrar el grafico, hay que recordar que un polinomio puede presentar
muchos (en realidad, infinitos) grados (el programa Excel habla de orden).

Grado 0 y=a
Grado 1 y =ax+b

Grado 2 y = ax?+bx+c

Grado 3 y = ax3+bx?+cx+d

Grado 4 y = ax*+bx3+cx?+dx+e

Grado 5 y = ax>+bx*+cx3+dx2+ex+f
Grado 6 Yy = axb+bx>+cxt+dx3+exZ+fx+g
Etc.

Téngase en cuenta que, en todos estos casos, el ultimo sumando es el producto de
un ndmero por x° porque x° =1. Y el pentltimo sumando es un numero
multiplicado por x1, porque x* = x. Por eso, algunas personas prefieren escribir en
orden inverso los sumandos del miembro de la derecha o utilizar una misma letra
con subindices (que coinciden entonces con las potencias de x). Asi, por ejemplo, el
polinomio de grado 6 seria:

y = ag + a;x + ayx? + azx3 + a,x* + asx® + agx®

Esta es otra manera de «notacién», pero el significado es el mismo. Aqui usaremos
la expresion inicial (la que presenta las potencias decrecientes).
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Veamos el cas

o de la ecuacion polinémica de orden (grado) 2.

(La ecuacion polinémica de grado 1 seria la ecuacién de la recta, que ya ha sido

comentada).

[Grafico 9. Linea de tendencia polindmica. Grado 2]
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y = 0,0045x2 - 18,683x + 19253 .\'\N\Q

Realizaremos

la estimacion para el afio 2020 y obtenemos un valor de -124,86%

que claramente se desvia de las estimaciones anteriores (e incluso no resulta

adecuado, po

r cuanto no hay abandono «negativo»). Con una hoja de calculo,

utilizariamos la formula:

=0,0045*A1*A1-18,683*A1+19253

Que nos ofrece el mismo resultado divergente. Por ello, tenemos que tomar

precauciones

con las estimaciones a partir de curvas polinémicas.

Tal vez algunas personas se inquieten con ecuaciones tan largas como las que
hemos visto. Hay que recordar que con las férmulas matematicas sucede lo mismo
que con las serpientes: es preciso tratarlas con cuidado y las mas largas no siempre
son las peores. Asi que no nos preocupemos de la apariencia de las férmulas (json

inofensivas!).

Ha de quedar claro que, si tenemos una funcién, podemos hacer una previsién
(como acabamos de ver). Ahora podemos reconstruir el camino y entender la
importancia de la curva: ella, o mejor aun, su funcidn, es el puente que nos ha

permitido pasar de los datos hasta la prevision.
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13.- CURVAS ELEGANTES

Veremos a continuacion un ejemplo de como podemos usar las lineas de tendencia
para obtener buenos resultados. En una investigacion de Alicia Villar, Rafael Garcia
y el autor de este texto sobre trayectorias universitarias, en la que analizamos las
bases de datos de la Universitat de Valencia (con unos 50.000 estudiantes cada
curso) desde el curso 2009/10 hasta el curso 2014/1529 localizamos los
estudiantes que cambiaron de grado (se reubicaron en otra carrera) y realizamos
un recuento de los que lo habian hecho en el primer afio a partir de su primera
matricula, en el segundo, etc. Los resultados se muestran en la tabla 4.

Tabla 4.- Estudiantes que cambiaron de grado. Universitat de Valéncia 2009/2010-2014/2015. Valores
absolutos y porcentajes

Estudiantes que cambiaron de grado Porcentajes
En el ano 12 1789 72,75%
En el ano 22 371 15,09%
En el ano 32 177 7,20%
En el ano 42 122 4,96%
Total 2459 100,00%

Fuente: Elaboracion propia con datos de la Universitat de Valencia.

Podemos cargar estos datos en una hoja de calculo y pedirle al programa que
inserte un grafico de dispersion. Esto es lo que se muestra en el grafico 10.

[Gréfico 10]
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29 Recuérdese que en el hemisferio Norte, los cursos académicos se mencionan con dos afios
naturales.
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Siguiendo el procedimiento explicado, podemos trazar la linea de tendencia que
mas se aproxime a los puntos, con el facil recurso de ir probando las diversas
opciones que nos proporciona el programa: exponencial, logaritmica, polinémica,
de diversos grados, o potencial (recuérdese la ventana de didlogo de la imagen 5).
En este caso he elegido la funcion potencial. De este modo, se traza la linea de
tendencia que aparece en el grafico 11 y se le pide al programa que inserte la
ecuacion que corresponde a esa linea de tendencia.

[Grafico 11]
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Recuérdese que una funcién potencial es una ecuacion del tipo:

y = ax?

En concreto, la linea trazada en el grafico 11 presenta la ecuacion:

y = 0,6717x~1967

Tenemos aqui otra ecuacion, breve, pero no por ello sencilla (una serpiente
pequefia, como deciamos antes), que relaciona valores de x e y. ;Qué podemos
hacer con esta ecuacion? Podemos intentar darle una forma mas elegante.

Para pensar matematicamente es muy importante intentar que los resultados sean
elegantes. De hecho, fueron los discipulos de Pitagoras, en la antigua Grecia, los
que defendieron, tal vez por primera vez, que las formulaciones matematicas
tenfan que presentar esa elegancia que las asociaba con la armonia musical. De
hecho, si usted contempla el grafico 10 vera que guarda una cierta semejanza con
una partitura musical donde alguién hubiera anotado cuatro notas negras.
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En el caso de la ecuacién anterior, darle una forma mas elegante es relativamente
. , L. . 2
facil. Por un lado, 0,6717 es un nimero muy proximo a 0,6666...,, que equivale a 3

Por otro lado, -1,967 es un niimero muy cercano a -2. Por ello, podemos reescribir
la férmula anterior como la siguiente:

Esta formula es mas elegante, se puede recordar mas facilmente, queda mejor en
un trabajo fin de grado o de master, en una tesis doctoral o en un articulo cientifico
y, ademas, el margen de error con la férmula anterior es despreciable en el calculo.

En la tabla siguiente, se puede apreciar que los errores de utilizar la ecuacién de la linea de
tendencia o su conversion en una forma mas elegantes s6n muy bajos, inferiores al 0,5%.

Afio Funcién original Funcién "elegante" Error
1 0,6717 0,6667 0,50%
2 0,1718 0,1667 0,51%
3 0,0774 0,0741 0,33%
4 0,0439 0,0417 0,23%
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14.- CURVAS Y MAS CURVAS

Veamos ahora otro ejemplo de utilizacion de las lineas de tendencia en la
investigacion. En la tabla 5 hay una serie de paises europeos y los datos de dos
variables: la inversion publica en educacion (como porcentaje de los presupuestos
publicos en educacion respecto del producto nacional bruto39) y el porcentaje de
estudiantado de 15 afios con bajo rendimiento en matematicas (segun las pruebas
PISA). En ambos casos, los datos estan referidos al afio 2012.

Tabla 5.- Inversidn publica en educacién y estudiantado con bajo rendimiento en matematicas. 2012.

Pais Inversion publica Bajo rendimiento
Alemania 4,84 17,7
Austria 5,62 18,7
Bélgica 6,43 19,0
Bulgaria 3,68 43,8
Chequia 4,33 21,0
Chipre 6,67 42,0
Eslovaquia 3,05 27,5
Eslovenia 5,44 20,1
Espafia 4,34 23,6
Estonia 4,82 10,5
Francia 5,46 22,4
Holanda 5,89 14,8
Hungria 4,07 28,1
Irlanda 6,16 16,9
Letonia 6,59 19,9
Lituania 4,83 26,0
Luxemburgo 4,39 24,3
Polonia 4,91 14,4
Rumania 2,64 40,8
Suecia 7,38 27,1

Fuente: Eurostat, cddigos: educ_uoe_fine06 y sdg_04_40.

Trasladamos esta tabla 5 a una hoja de calculo e insertaremos un grafico.
Obtenemos asi el grafico 12.

30 Las inversiones o gastos en educacion de un pais se suelen contabilizar en términos absolutos (el
montante econémico) o en términos relativos, bien la inversién por estudiante o bien la inversion
respecto del conjunto de bienes y servicios producidos en un afio, es decir, el producto interior o
nacional bruto.
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[Gréfico 12]
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Como hemos explicado, para trazar una linea de tendencia ponemos el cursor
sobre uno de los puntos del grafico y hacemos clic en el boton derecho del raton.
En el menu que se despliega elegimos el tipo de linea de tendencia y le solicitamos
al programa que también nos presente la ecuacion de la linea (imagenes 4 y 5). Los
graficos que podemos obtener y las ecuaciones se muestran a continuacion.

[Graficos 13-21]
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Gréfico 8.- Linea de tendencia lineal (recta)

y =-2,3539x + 35,881

Grafico 9.- Linea de tendencia exponencial

y = 34,931e %"
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Grafico 10.- Linea de tendencia logaritmica

y =-13,82In(x) + 45,95
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Grafico 11.- Linea de tendencia polinémica
(orden 2)

y =2,9098x2 - 31,554x + 104,88
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Grafico 12.- Linea de tendencia polindmica (orden

Grafico 13.- Linea de tendencia polindmica

3) (orden 4)
y = 0,4054x3 - 3,1267x2 - 3,021x + 62,436 y = -0,8665x4 + 17,958x3 - 131,87x2 + 400,09x -
389,2
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Grafico 14.- Linea de tendencia polindmica

(orden 5)
y =-0,5161x + 12,141x" - 109,71x’ + 476,65x" -
1005,1x + 864,92
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Grafico 16.- Linea de tendencia potencial

y =51,186x "
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Grafico 15.- Linea de tendencia polindmica

(orden 6)

y =0,2317x° - 7,4373x” + 96,39x" - 643,96x" +

2335,6x” - 4366x + 3328,9




;Que funcidon deberiamos elegir? Esta cuestion, como hemos dicho, no se puede
resolver automaticamente. Antes de profundizar en esto tenemos que tomar una
precaucion: preguntarnos si todos los valores son correctos o hay valores
divergentes que estén alterando la tendencia. Buscaremos si hay «malos
bailarines»

15.- EMPIEZA EL BAILE

Me gustaria que usted observara esas graficas como si estuviera contemplando una
pista de baile desde arriba. Los puntos serian los bailarines (o a las moscas de
Descartes, revoloteando sobre la mesa). Podemos imaginar también que las
diferentes lineas de tendencia son diversas coreografias: ;qué bailan nuestros
bailarines? ;samba, forré, tango, cumbia, bachata?

Un procedimiento mas sofisticado que la linea de tendencia para establecer la
relacién entre dos variables es calcular su coeficiente de correlacién, aqui
utilizaremos el coeficiente de Pearson-Bravais (para simplificar, de Pearson).

El coeficiente de correlaciéon o coeficiente de Pearson se suele expresar mediante la
letra r, la mayuscula, R, o la letra griega equivalente ro, p; aqui utilizaremos R, que
es como aparece en el programa Excel.

El coeficiente de Pearson expresa la relacion entre dos variables, x e y. El valor de

R puede oscilar entre -1 y 1.

En el caso de que haya una correlacién intensa y directa entre x e y, el valor de R se
aproxima a 1. Esto quiere decir que cuando los valores de una variable crecen, los
correspondientes de la otra suelen crecer al mismo ritmo, y viceversa.

Por otra parte, en el caso de que no exista practicamente correlacidn, el valor de R
se aproxima a 0. Entonces, la oscilacién de una variable no se corresponde con la
de la otra.

Por ultimo, en caso de que una variable aumente y la otra disminuya al mismo
ritmo, el valor de R se acerca a -1. Hablaremos entonces de una correlacién intensa,
pero inversa. Sin embargo, simplemente con emplear la variable inversa de una de
las dos (digamos x~! o0 y™1), R cambia su signo. Por ello, muchas veces podemos
utilizar el valor absoluto de R (lo que se escribe: |R|), sin tener en cuenta si es
positivo o negativo su valor. Por tanto:3!

‘1<R<1 ; 0<|R|<1

31 Recuerde que el signo « < » significa: menor o igual que.
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La Wikipedia presenta un ilustracién que resulta interesante, en la que se
relacionan las nubes de puntos de un grafico XY (imaginese los ejes cartesianos,
porque no estan en la ilustraciéon) con los valores de R. Lo malo, como pasa
siempre, es que la vida no es tan simple como se nos muestra en los diccionarios y
las nubes de puntos pueden adoptar mas formas. Compare, por ejemplo, los
graficos 12-21 con los de la ilustracion (imagen 7).

[Imagen 7]
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(El valor de R aproximado esta sobre el dibujo de la nube de puntos)

Una definicién mas rigurosa del Coeficiente de Correlacion de Pearson seria la siguiente:

El coeficiente de correlaciéon de Pearson se define como el cociente de la covarianza de dos
variables, X e Y, por el producto de sus desviaciones tipicas.

Oxy
Ry =
Ox Oy

Veamos estos conceptos.

La covarianza, oxy, se define como el sumatorio del producto de la diferencia de cada valor de x
menos su media por el correspondiente valor de y menos su media, dividido por el nimero de
valores -1.

_ 200~ )

Xy n-1

La desviacion tipica, que se expresa con la letra s o la letra griega equivalente sigma, o, equivale a la
raiz cuadrada de la varianza. La varianza es la suma de la diferencia de cada valor con la media
dividida por el nimero de valores.

2-1 7
Ox —nZ(x1 x)
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El coeficiente de correlacidn, R, se puede calcular manualmente o mecanicamente.
Los calculos manuales son muy largos, pero afortunadamente nuestros amigos
inhumanos, los ordenadores, permiten calcularlo de un modo sencillo y rapido.

Una de las formulas mas sencillas para el calculo manual es la siguiente;
nlxy— Xx; 2y
VnEx—CEx)? ynZy?—(Cy)?

Dados n valores de las variables X e Y, para calcular manualmente un coeficiente de

Ry =

correlacion de este modo, hay que averiguar los datos sombreados en el esquema.

X Y XY X2 Y?

X1 V1 X1y1 X12 y1?
X2 y2 X2y2 X22 y2?
Xn Vn XnYn Xn? Vn?
T Xn 2 Vn 2 XnYn T Xn? 2 yn?
(2 xn)? (Zyn)?

Pero no se esfuerce en calcularlo manualmente. Es muy largo y lo digo por experiencia. La
magquina lo hace instantaneamente.

Con una hoja de calculo hay dos procedimientos para calcular un coeficiente de
correlacion de Pearson (R). Veamos los dos.

Primer procedimiento

El primer procedimiento consiste en insertar un grafico (tal como se ha explicado
anteriormente), y en el cuadro de dialogo sobre la linea de tendencia hacer clic en
<Presentar el valor R cuadrado en el grafico> (véase la imagen 5, en la parte
inferior).

Naturalmente, si disponemos del valor de R2, podemos obtener R haciendo la raiz
cuadrada con una calculadora. Pero atenciéon por que aqui puede producirse un
error.

Recuerde usted que, por ejemplo, la raiz cuadrada de 9 es 3, pero también -3
(porque —3 X —3 =9). Por ello, si disponemos de la raiz de R? tenemos que
reflexionar sobre si R tendra signo positivo o negativo. El criterio es:

VR? tiene signo positivo si la linea de tendencia es creciente.

VR? tiene signo negativo si la linea de tendencia es decreciente.
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¢Y como sabemos si la linea de tendencia es creciente o decreciente? Logicamente,
mirando la representacion de la linea de tendencia. Si el lado izquierdo tiene
valores superiores que el derecho, entonces es creciente, y viceversa. La
explicacidon es sencilla. Recuerdese que la ecuacién de la recta tiene la forma:

y=ax+b

Por ello, si a presenta un valor positivo, la funcién es creciente y VR? tiene signo

positivo. Si a presenta un valor negativo, la funcién es decreciente y VR? tiene
signo negativo.

Puede ver como ejemplo los anteriores graficos 3 o 5, con el factor a positivo y
lineas crecientes, o el grafico 13, con el factor a negativo y la linea claramete
decreciente.

Esto resulta bastante sencillo de entender. Si la funciéon es creciente, el factor a es positivo y, por lo
tanto, cuando crece x entonces aumenta el producto ax y, por ello, la suma ax+b. Pero si a es
negativo, entonces el producto ax también lo es y, sea cual sea el valor de b, entonces la suma ax+b
disminuye a medida que aumenta x, por ello la linea tiene caracter decreciente (tiene valores
superiores a la izquierda que a la derecha).

Por otro lado, algunos manuales denominan a RZ: «coeficiente de determinacién», y entienden que
es la proporcién de una variable determinada por la otra.

Segundo procedimiento

El segundo procedimiento no exige realizar el grafico, sino simplemente utilizar las
funciones del programa. También aqui hay dos posibilidades:

a) Seleccionar una celda y hacer clic en el botén de funciones [fx], que esta junto a
la barra de formulas y luego buscar la correspondiente Al coeficiente de
correlacién, que responde a la abreviatura:

COEF.CORREL

Aparece entonces una ventana de didlogo. Tenemos que hacer clic en la «matriz»
primera y seleccionar con el cursor todos los datos de una variable y luego en la
otra «matriz» y seleccionar los de la otra. Haremos clic en [ENTER] y obtendremos
el valor de R.

b)La segunda posibilidad es seleccionar una celda y escribir una férmula
directamente en la barra de férmulas. Si, por ejemplo, los valores de la primera
variable estan en las celdas B2, B3, B4... hasta B21, y los valores de la segunda
variable estan en C2, C3, C4... hasta C21, entonces la formula sera:

=COEF.CORREL(B2:B21;C2:C21)
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Las dos variables tienen que tener el mismo nimero de datos, lo que no significa
que estén en las mismas filas de la hoja de calculo (como en el ejemplo anterior).

En el caso de la tabla 5, el coeficiente de correlacién es R =-0,3191.

En este ejemplo, podriamos decir que R = -0,319 resulta un valor interesante:
apunta una cierta correlacién (hay correlacién, aunque negativa).

(Resulta suficiente o estara influido el coeficiente por algun valor discrepante (que
lo puede ser por razones espureas)? Intentaremos entonces depurar los datos, esto
es... localizar y eliminar a los «malos bailarines».

;Como hacer esto? Los «malos bailarines» son aquellos que se alejan de la linea de
tendencia. Por ello, podemos pensar en una linea de tendencia sencilla (por
ejemplo (polinémica de orden 2 o potencial) y localizar los puntos mas alejados,
después eliminaremos esos datos de la hoja y recalculamos R para ver qué pasa.

Pues bien, si eliminamos los valores de Chipre, R alcanza un valor de -0,545.
Realmente las estadisticas educativas de Chipre resultan muy discrepantes.
Piénsese que Chipre es una republica con una parte ocupada militarmente por
Turquia (donde proliferan universidades extranjeras, que asi tienen una sede en el
Espacio Europeo de Educacién Superior) y que incluso su capital, Nicosia, esta
dividida en dos zonas, con tropas de interposiciéon de las Naciones Unidas. Esta
subida de R si dejamos de lado Chipre apunta a que nos encontramos ante una
correlaciéon importante. Incluso si eliminaramos algin otro pais, como Suecia o
Estonia (que pueden ser divergentes por razones distintas que Chipre),
alcanzariamos una correlaciéon de -0,743 jlo que es mucho para una serie de 17
paises!

Algunos manuales de estadistica proporcionan tablas para poder establecer si una
correlacion es alta, baja, regular, etc. Pero esto es bastante arbitrario y varia de
manual a manual. Ademdas hay que considerar el objeto mismo que estamos
investigando.

En general, olvidese de alcanzar valores muy elevados de R en la investigacién
educativa (por ejemplo, 0,90 o 0,95). Un valor de R algo elevado (por ejemplo, 0,6 o
0,7, como en el ejemplo anterior) ya merece ser celebrado.

Y una recomendacién necesaria: si depura los datos, explique las razones por las
que lo hace en la memoria de su investigacion (como en el caso mencionado de
Chipre).

Con los 17 paises resultantes podemos volver a trazar una linea de tendencia.
Obsérvese como los puntos se aproximan ahora a una linea de tendencia potencial
(grafico 22):
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[Gréfico 22]
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Ya estamos en condiciones de comenzar a establecer un modelo y transitar por el
camino de la ciencia (o si se prefiere: ya entendemos qué estan bailando nuestros
bailarines, ya intuimos con claridad cual es la musica).

Una linea de tendencia potencial (como su inversa: la logaritmica) sirven para
representar fendOmenos de saturacion. Estos acaecen cuando el incremento
(subidas o bajadas) de una variable produce incrementos en la otra, pero cada vez
a un menor ritmo.

El ejemplo clasico es el resultado de afadir azucar al café. La primera cucharada
supone un incremento de dulzor en la bebida; la segunda, un incremento menor, y
asi sucesivamente; algunas cucharadas después ya no notaremos que la bebida
esté mas dulce por mas azucar que anadamos32. Pues eso mismo parece
representar el grafico 22. A medida que aumenta la inversién publica en educacion
desciende el bajo rendimiento, pero poco a poco la dindamica se satura, ya no
desciende tan rapidamente.33

32 Se trata de un ejemplo incompleto, porque para hacer una grafica precisariamos una escala de
dulzura.
33 Hay muchas dinamicas de saturacion. Por ejemplo, el efecto de los narcoéticos o de algunos
medicamentos.
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(Es la inversién publica causa del nivel de rendimiento? Recuérdese que
correlacién (que aqui es muy elevada) no es causalidad. La causalidad es una
palabra «mayor» que tenemos que usar con mucha cautela.

Para poder afirmar la causalidad debemos hacer mas operaciones: la primera y
mas importante reflexionar sobre el vinculo entre un fenémeno y otro. Pensemos:
un incremento en la inversién publica determina mejores centros educativos y
docentes mejor pagados; se promovera asi una representacion general en la que la
educacion es vista como algo importante para la sociedad, y ello favorecera que los
estudiantes tengan mejores rendimientos, tanto porque gozan de mejores
recursos, como porque pueden albergar mayores expectativas. Por lo tanto, parece
razonable que la inversidn condicione, al menos parcialmente, el rendimiento.

A continuacién podemos formular un teorema. Un teorema es una proposicion
cientifica que todavia no esta suficientemente demostrada. Pero ya hemos
avanzado en el camino de la ciencia. Partiremos de la tltima ecuacion de la linea de

tendencia:
y = 93,766 x99

Podemos hacer una tabla con valores de x entre 1 y 10 (no hay paises con
inversion publica por debajo del 1% ni por encima del 10%). Es decir, estamos
haciendo lo que antes llamabamos una previsién. Si ponemos valores decimales
(1,0; 1,1; 1,2; 1,3 etc.), obtendremos muchos puntos y asi podremos visibilizar
mejor la tendencia. Es lo que aparece en el grafico 23. Explicaré cémo hacer esto
con una hoja de calculo.

Por ejemplo, en la celda A1 escriba: 1,0

[11[]10]

Después, en la celda A2 escriba: 1,1

[110][1]

Después seleccione las dos celdas con el cursor. Aparecerd un recuadro con un
punto marcado en el angulo inferior derecho. Arrastre con el cursor ese punto
hasta la celda A91 y observard como el programa va rellenando las celdas con
valores que incrementan 0,1 cada vez. A continuacién colocamos el cursor en la
celda B1 y en la barra de férmulas escribimos:

=93,766*POTENCIA(A1;-0,95)

Y vuelve a arrastrar el punto que hay en la parte inferior derecha de la seleccion de
la celda B1 hasta la celda B91.

A continuacién seleccione los datos de ambas columnas (A y B, en el ejemplo) y
digale al programa que inserte un grafico de dispersion o de burbujas. El resultado
es el grafico 23.
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[Gréfico 23]
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Aqui ya tenemos los puntos (las moscas de Descartes o los bailarines del ejemplo)
perfectamente ordenados. A continuacién podemos, incluso, dar una forma
matematica a nuestro teorema:

y = 93,766 x99
Es lo mismo que:

93,766
Y= 09

O también es igual que:
y(x%95) = 93,766
O si queremos un enunciado mas general:
Bajo rendimiento X Inversion publica = Constante

Que seria un teorema mas simplificado.34

34 Un caso de R bajo por valores discrepantes y la posibilidad de agrupar los datos, se encuentra
aqui: https://www.fundacionexe.org/documents/demos009.pdf, pp. 56 y ss. (en catalan)
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16.- UNA SALA DE BAILE CON VARIAS PISTAS

Hasta ahora hemos elaborado parejas de variables, imaginandonos que eran
bailarines en una pista de baile. Pero ;qué podemos hacer si tenemos mas
variables? Es decir, ;como podemos aclararnos en una sala de baile donde suena la
musica de varias pistas al mismo tiempo? Ofreceremos dos posibilidades en este
epigrafe y una mas en el siguiente.

En primer lugar podemos proceder de la manera como hemos hecho hasta ahora, a
saber, analizando solo parejas de variables, de manera que se simplifica el
problema. Si queremos considerar tres variables, siempre podemos combinar dos
de ellas (por ejemplo, haciendo su producto) y luego el resultado de la
combinacion relacionarlo con una tercera variable, y asi sucesivamente. Si procede
asi, siempre hay que justificar por qué combiné dos variables, lo cual puede tener
un cierto grado de arbitrariedad.

En segundo lugar, es posible hacer una matriz de correlaciones (lo que resulta mas
recomendable que el procedimiento anterior). Cuando tenemos mas de dos
variables, podemos hacer una matriz de correlaciones por pares de variables.
Imaginemos que tenemos cinco variables V, W, X, Y y Z. Entonces podemos
establecer la matriz de correlaciones de la tabla 6.

[Tabla 6]
V w X Y z
V RVV RVW RVX RVV RV7
W Rwv Rww Rwx Rwy Rwz
X RXV RXW RXX RXY RXZ
Y RYV RYW RYX RYY RYZ
z RZV RZW RZX RZY RZZ

En realidad, hay que hacer menos trabajo.

Sabemos que la correlacién de una variable con ella misma siempre es 1, por lo que
no es preciso calcular Ryy, Rww, Rxx, etc., es decir, los valores de la diagonal.

Como tampoco importa el orden de las variables3> (como ya se ha explicado, Rwv =
Rvw, Rxv = Ryx, etc.) entonces solo es necesario calcular los valores a un lado de la
diagonal. Por tanto, los calculos que precisa la tabla 6 se pueden reducir a los que
recoge la tabla 7:

35 Recuérdese que al utilizar la hoja de calculo teniamos que identificar una «matriz» con una
variable y la otra «matriz» con la otra variable, pero el orden es indistinto. La palabra «matriz» aqui
y alli no significan obviamente lo mismo.
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[Tabla 7]

\ w X Y z
\" Rvw Rux Rwy Rvz
w Rwx Rwy Rwz
X Ry Ry
Y Ry,
z

En realidad, en una matriz de correlaciones de N variables solo hemos de calcular
M correlaciones, seglin la formula sencilla: M = [N(N — 1)]/2. Las correlaciones
que se precisa calcular en una matriz, en relaciéon con el nimero de variables, se
recogen en la tabla 8.

[Tabla 8]
Variables Correlaciones Variables Correlaciones
2 1 11 55
3 12 66
4 6 13 78
5 10 14 91
6 15 15 105
7 21 16 120
8 28 17 136
9 36 18 153
10 45 19 171

Con un poco de experiencia con las formulas de las hojas de calculo, esto resulta
mas facil de lo que parece.

A continuaciéon veremos un ejemplo.

Partimos de la tabla 8, donde se recogen datos sobre abandono educativo,
puntuaciones de PISA, expectativa de escolarizacidn, porcentaje de personas en
educacion superior o en aprendizaje permanente, inversion publica en educacién y
desigualdad social. Hemos depurado aquellos paises que, como ya vimos,
presentaban datos discordantes.
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[Tabla 9]

() =
) =
s 5 2 3 o
s 2 o o) o
g ® § S ] = S =
e 9 = p |5 g ® 9
=] s . £ T
S 5 I o o 5 |3 = =
S = s (@] o T = Qo 3 =
o 53 |57 |s= |¢g 0 8 |2 a 83
c Qo N 0 4 = = i\ 5 o
5 =S |38 |88 |E_ [f:% |3 25| 38
c 2« |2« |2« 8 g o S eS| B
(] O
S |52 s g S g g 52 s 2o | g2
< = o = o = o = w = o = < = - a [ v
Alemania 10,6 514 508 524 18,2 32,0 7,9 4,98 4,3
Austria 7,6 506 490 506 17,2 26,3 14,1 5,80 4,2
Bélgica 12,0 515 509 505 19,6 43,9 6,6 6,55 4,0
Chequia 5,5 499 493 508 18,1 25,6 10,8 4,51 3,5
Dinamarca 9,1 500 496 498 19,8 43,0 31,6 8,75 4,5
Eslovaquia 5,3 482 463 471 16,4 23,7 3,1 4,06 3,7
Eslovenia 4,4 501 481 514 18,5 39,2 13,8 5,68 3,4
Espafia 24,9 484 488 496 17,9 40,1 10,7 4,82 6,5
Estonia 10,5 521 516 541 18,1 39,1 12,9 5,16 5,4
Finlandia 8,9 519 524 545 20,5 45,8 24,5 6,76 3,7
Francia 11,6 495 505 499 16,5 43,6 5,7 5,68 4,5
Holanda 8,8 523 511 522 19,1 42,2 16,5 5,93 3,6
Hungria 11,5 477 488 494 17,7 29,9 2,8 4,71 4,0
Irlanda 9,7 501 523 522 17,5 51,1 7,1 6,15 4,7
Italia 17,6 485 490 494 17,1 21,7 6,6 4,29 5,5
Letonia 10,6 491 489 502 17,9 37,2 6,9 4,93 6,5
Lituania 6,5 479 477 496 18,9 48,6 5,2 5,17 5,3
Luxemburgo 8,1 490 488 491 15,1 49,6 13,9 3,15 4,1
Polonia 5,7 518 518 526 18,3 39,1 4,5 4,94 4,9
Portugal 20,8 487 488 489 18,0 27,2 10,6 5,27 5,8
Reino Unido 13,6 494 499 514 16,6 47,1 15,8 5,88 5,0

Fuente: Eurostat. Datos referidos a 2012 o afios anteriores en caso de ausencia del dato. Ahora
Holanda se denomina Paises Bajos.

A continuacion, utilizando la hoja de calculo (Excel), calculamos los coeficientes de
correlacion (R) entre pares de variables. El resultado se recoge en la tabla 10.
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[Tabla 10]

o :é " £ N T c .

gl 281 8 5| 3| &8 2| &
Abandono -0,31 -0,01 -0,21 -0,08 -0,12 -0,05 -0,05 0,68
Matematicas 0,78 0,83 0,49 0,24 0,36 0,40 -0,33
Lectura 0,84 0,39 0,44 0,24 0,41 -0,07
Ciencias 0,48 0,36 0,33 0,34 -0,14
Expectativa 0,17 0,42 0,68 -0,12
Superior 0,30 0,36 0,02
Aprendizaje 0,66 -0,19
Inversion -0,13
Desigualdad

He sombreado las celdas que presentan valores superiores a 2/3 con un color gris
oscuro y aquellas otras que estan entre 1/3 y 2/3 con color gris claro. De esta
manera «visual» podemos observar agrupaciones de variables.

En este ejemplo, por un lado, la desigualdad social correlaciona con el abandono
educativo; por otro, la inversion se relaciona con la expectativa y el aprendizaje, y
en un grado menor, con el rendimiento educativo. Es l6gico que los resultados de
las diversas materias de PISA correlacionen entre si y, como se puede ver, en un
grado mas débil, con la expectativa de escolarizaciéon, educaciéon superior,
aprendizaje permanente e inversion.

Una vez que observamos las agrupaciones y la intensidad de la correlacién,
podemos proseguir con analisis mas detallados. Dado que, como se ha explicado, el
coeficiente de correlacién es muy sensible a valores discrepantes, es bueno realizar
las matrices de correlaciones una vez hayamos procedido a una cierta depuracion
de los valores (como he hecho aqui).
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17.- UN PROGRAMA MAS SOFISTICADO

Al principio de este texto hablé del criterio de usar solo programas habituales.
Ahora haré una excepciéon, comentando una posibilidad de analizar varias
variables con un programa mas sofisticado.

Para analizar varias variables podemos hacer un analisis factorial, que también
permite establecer relaciones numéricas entre diversas variables. No nos
detendremos mucho en esta técnica porque requiere el programa especializado
SPSS, que es el paquete estadistico de IBM (u otro similar). Haré una pequefia
descripcion y pondré de manera sucinta un ejemplo. El lector interesado en
profundizar podra encontrar practicos tutoriales en Internet.

Lo que hace el analisis factorial es construir una serie de variables ficticias
(llamadas «componentes»). El componente 1 seria la variable que mejor
reproduciria la variabilidad del conjunto de las variables reales. El componente 2
serfa otra variable ficticia que pretenderia explicar la variabilidad no explicada por
el componente 1 y asi hasta que se explique el 100% de la variabilidad. Es decir, es
como si el programa se inventara un bailarin («componente») que siguiera los
movimientos de la mayoria de personas que danzan en una pista y pudiera medir
qué porcentaje de los movimientos recoge. Después se inventara un nuevo bailarin
para aquella parte no recogida, y asi sucesivamente. El analisis factorial establece
ademas el coeficiente de correlacién entre los componentes y las variables reales,
de manera que podemos saber qué variable se asemeja mas en su movimiento al
componente (al bailarin).

En la tablas 11 y 12 se recoge un ejemplo de analisis factorial con alguna de las
variables indicadas anteriormente.

[Tabla 11]

Varianza total explicada

Sumas de las saturaciones al cuadrado de la extraccion
Componente % de la varianza % acumulado
1 62,930 62,930
2 20,255 83,185
3
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[Tabla 12]

Matriz de componentes
Componente
1 2
Puntuacién PISA matematicas 2012 0,917
Bajo rendimiento PISA matematicas 2012 -,0941
Puntuacion PISA lengua 2012 0,904
Puntuacién PISA ciencias 2012 0,909
Expectativa de escolarizaciéon 0,651
Porcentaje de aprendizaje permanente hombres 0,745 0,632
Porcentaje de aprendizaje permanente mujeres 0,700 0,625
Gasto anual por estudiante 0,442 0,663
[Grafico 24]
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En el ejemplo citado, el analisis factorial permite suponer un componente 1, que
seria capaz de explicar el 62,9% de la variabilidad del grupo y que tendria una
correlacion de -0,941 con la variable «Bajo rendimiento PISA matematicas 2012y,
es decir, esta variable seria la que mejor representaria a buena parte de los
«bailarines».
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18.- LAS FRECUENCIAS ESPERADAS

En muchos informes sobre educacién se habla de las puntuaciones o de las
frecuencias de un acontecimiento. Es lo que sucede cuando, por ejemplo, se dan las
notas del estudiantado. Pero, ;como saber si una puntuacién es relativamente alta
o baja? Este es el problema de la frecuencia esperada.

Comenzaremos con los datos de la tabla 13, donde aparecen los datos observados
(aqui son datos; si fueran frecuencias hablariamos de frecuencias observadas)

Para calcular las datos esperados procederemos a efectuar la suma de los valores
de las filas y la suma de los valores de las columnas, asi como la suma total, de las
filas y de las columnas. En la tabla 13, estas sumas aparecen en la tltima columna y

en la ultima fila.

[Tabla 13]
Matematicas Lectura Ciencias Suma filas
Alemania 514 508 524 1546
Austria 506 490 506 1502
Bélgica 515 509 505 1529
Chequia 499 493 508 1500
Dinamarca 500 496 498 1494
Eslovaquia 482 463 471 1416
Eslovenia 501 481 514 1496
Espafia 484 488 496 1468
Estonia 521 516 541 1578
Finlandia 519 524 545 1588
Francia 495 505 499 1499
Holanda 523 511 522 1556
Hungria 477 488 494 1459
Irlanda 501 523 522 1546
Italia 485 490 494 1469
Letonia 491 489 502 1482
Lituania 479 477 496 1452
Luxemburgo 490 488 491 1469
Polonia 518 518 526 1562
Portugal 487 488 489 1464
Reino Unido 494 499 514 1507
Suma columnas 10481 10444 10657 31582

Fuente: OCDE (PISA).
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A continuacién se calculan los datos esperados. Para cada celda hay que obtener el
total de su fila multiplicado por el total de su columna, y el resultado dividirlo por
el total global (la celda gris). Asi, por ejemplo, el dato esperado de la primera celda

(Alemania, matematicas) es:

(1546 x 10481)/31583. El resultado es: 513,07

(redondeando 513). En la tabla 14 se ponen los datos esperadas. Naturalmente, la
suma de las filas y de las columnas presentara los mismos valores que en la tabla

anterior.
[Tabla 14]
Matematicas Lectura Ciencias Suma filas

Alemania 513 511 522 1546
Austria 498 497 507 1502
Bélgica 507 506 516 1529
Chequia 498 496 506 1500
Dinamarca 496 494 504 1494
Eslovaquia 470 468 478 1416
Eslovenia 496 495 505 1496
Espafia 487 485 495 1468
Estonia 524 522 532 1578
Finlandia 527 525 536 1588
Francia 497 496 506 1499
Holanda 516 515 525 1556
Hungria 484 482 492 1459
Irlanda 513 511 522 1546
Italia 488 486 496 1469
Letonia 492 490 500 1482
Lituania 482 480 490 1452
Luxemburgo 488 486 496 1469
Polonia 518 517 527 1562
Portugal 486 484 494 1464
Reino Unido 500 498 509 1507
Suma 10481 10444 10657 31582

Fuente: Elaboracion de la tabla 13.
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Por ultimo, se resta el dato esperado del dato observado. Los resultados aparecen
en la tabla 15. En esta tabla pueden observarse claramente aquellos datos que son
mas elevados que los datos esperados (valores positivos) y aquellos que son
inferiores a los datos esperados (valores negativos). Asi, por ejemplo, Eslovaquia
obtiene una alta puntuacién en matematicas o Irlanda en Lectura, muy por encima
de lo esperado; mientras que los resultados de matematicas de Irlanda o de
Lectura en Eslovenia estan por debajo de lo esperado. A partir de estos datos,
podemos indagar las causas de tales desviaciones.

(Aqui hemos eliminado la fila y la columna de las sumas, que légicamente son
ceros)

[Tabla 15]
Matematicas Lectura Ciencias

Alemania 1 -3 2
Austria 8 -7 -1
Bélgica 8 3 -11
Chequia 1 -3 2
Dinamarca 4 2 -6
Eslovaquia 12 -5 -7
Eslovenia 5 -14 9
Espafa -3 3 1
Estonia -3 -6 9
Finlandia -8 -1 9
Francia -2 9 -7
Holanda 7 -4 -3
Hungria -7 6

Irlanda -12 12 0
Italia -3 4 -2
Letdnia -1 -1 2
Lituania -3 -3 6
Luxemburgo 2 -5
Polonia 0 1 -1
Portugal 1 4 -5
Reino Unido -6 1 5

Una aplicacidon de este procedimiento es comparar las notas de una evaluacion del
estudiantado de un grupo. Otra es utilizarlo en los calculos de significatividad.

59




19.- EL SIGNIFICADO DE LA SIGNIFICATIVIDAD

Anteriormente afirmabamos que la «causalidad» es una «palabra mayor», y que
podemos acercarnos a ella con «palabras menores». Una de ellas es «correlacion»,
como hemos visto; otra es «significatividad» (estadistica). Tenemos un
procedimiento estadistico para comprobar si una hipétesis es «significativa» o no
lo es, a saber, el calculo de X2 (aqui X no es una equis mayuscula, sino la letra
griega «chi», que se pronuncia «ji» en castellano, o «qui» en portugués, por ello a
este estadistico se le denomina habitualmente «ji cuadrado»). Este calculo es
relativamente facil y se puede explicar con un ejemplo.

En la tabla 16 tenemos unos datos de rendimiento en Lengua correspondientes a
estudiantes del sistema educativo espafiol (pruebas PISA de 2015). Haremos la
suposicion de considerar que el porcentaje multiplicado por 10 (por lo que no
cambian las proporciones) corresponde a individuos y que hay igual nimero de
mujeres que de hombres (lo que seria coherente con una buena construccion de la
muestra). Estas son las frecuencias observadas.

[Tabla 16]
Bajo rendimiento Entre bajo y alto Alto rendimiento Total
rendimiento
Mujeres 128 809 63 1000
Hombres 196 757 47 1000
Total 324 1566 110 2000

Nos preguntamos: ;influye el sexo en el rendimiento de lengua? El hecho de que no
haya influencia de la variable (sexo), y que por lo tanto la variaciéon que presenta la
tabla se deba al azar, se denomina hipdtesis nula (H,). Lo contrario (en este caso,
que si que tiene influencia el sexo en el rendimiento de lengua) recibe el nombre
de hipdtesis alternativa.

En primer lugar, calcularemos la tabla de frecuencias esperadas. Como vimos en el
epigrafe anterior, la frecuencia esperada en una celda es el producto del total de la
fila por el total de la columna donde se encuentre esa celda, dividido por el total
general. Asi por ejemplo, en el caso de la celda de la fila Mujeres y la columna Bajo
rendimiento, que presenta el valor 128, la frecuencia esperada seria
(1000*324)/2000 = 162. De este modo confeccionariamos la tabla de frecuencias
esperadas, que seria la tabla 17:
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[Tabla 17]

Bajo rendimiento

Entre bajo y alto

Alto rendimiento

rendimiento
Mujeres 162 783 55
Hombres 162 783 55

En este caso particular, los valores de las filas de hombres y mujeres son los
mismos porque sus totales son iguales, pero en otros casos puede no ser asi. A
continuacién se calcula, para cada celda el valor correspondiente a esta formula:

(Frecuencia observada — Frecuencia esperada)?

Frecuencia esperada

Y se suman todos esos valores, con lo que se obtiene el valor «calculado» de X2. En
nuestro caso:

Xgalculado =1 8'3 25

A continuacion tenemos que establecer los grados de libertad (v), lo que
corresponde a la férmula:

v = (nimero de filas — 1)(nimero de columnas — 1) = (2 —1)(3 — 2)
=1Xx 2=2

Posteriormente, establecemos el margen de error. En este caso adoptaremos un
margen de error de p = 0,05 (o el 5%). A continuacion consultaremos la tabla de
X2 (en el ANEXO I se ha reproducido una tabla) para establecer que X2

corresponde en la tabla a ese valor. En nuestro caso, véase la fila segunda (v=2) y la
columna 62 (p=0,05), donde aparece el valor 5,9915. Por tanto:

X?abla = 5,9915

La norma general es:

Si X2 uicutado < XZ.p1q €Ntonces se acepta la H,

Si X2 icutado = XZp1q €ntonces se rechaza la H,
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En nuestro ejemplo, como:

(X2 icutado = 18,325) > (X214 = 5,9915) entonces se rechaza la H,

La conclusién es que el sexo si que tiene significatividad (al 0,05) en el rendimiento
de lengua.

Con todo, esta metodologia de refutacidn de la hipotesis nula esta siendo bastante
criticada en ambitos cientificos3¢ 37.

Si el lector o la lectura tiene mas interés, puede leer el articulo:

https://www.researchgate.net/profile/Valentin_Amrhein/publication/331908769_Scientists_rise_
up_against_statistical_significance/links/5c9685a9299bf11169438d0a/Scientists-rise-up-against-
statistical-significance.pdf

36 Le debo a mi colega Vicent Garcia, de la Universitat de Valéncia, el haberme introducido en este
campo de la critica a la hipétesis nula.

37 Mi colega Leopoldo Cabrera, de la Universidad de La Laguna, que amablemente revisé este texto,
me aporté un ilustrativo ejemplo sobre el uso de X2. No lo he incluido porque espero que él mismo
lo publique en un amplio texto (en esta misma coleccién), que se aproveche de sus muchos afios de
magisterio en el mundo de la estadistica y la investigacion educativa, presentando esa disciplina de
una manera facil y practica.
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20.- UNA APLICACION DE LA CORRELACION Y LA PONDERACION, PARA CALCULAR
RIESGOS

Muchas investigaciones educativas son lo que se suele denominar indagaciones
«end of pipe», es decir, investigaciones al final de la cafieria. Por ejemplo, podemos
obtener frecuencias del rendimiento del estudiantado o del abandono educativo
temprano, pero estos son datos de cuando ya se ha producido el fenémeno. Es lo
que en latin se decia «post festum», es decir, «después de la fiesta», aunque en
muchas ocasiones los estudios sobre rendimiento o abandono no tengan nada de
festivos. Por ello, usted puede pensar en investigaciones que, por asi decir, se
adelanten a los hechos, que, por ejemplo, permitan decir qué estudiantes estan en
riesgo de tener un mal (o un buen) rendimiento o efectuar un abandono educativo
antes de que se produzca. Este conjunto de investigaciones podriamos
denominarlo calculo de riesgo. En el ambito educativo podemos establecer
diversas metodologias. En este epigrafe se presentara una y en el siguiente, otra.

Vamos a considerar un ejemplo de ponderacion de promedios y calculo de
correlaciones, que, como se vera, es bastante sencillo.

Imaginemos que disponemos de los datos de n individuos (i;), que
representaremos como (iy, iy, i3 ... i) referidos a una serie de k variables (v;), que
representaremos como (vq,V,, V3 ... Vg), que podemos representar en una tabla
(como la posterior tabla 19).

Una parte de esos individuos cumplen una determinada condicién dicotémica (por
ejemplo, han obtenido bajo rendimiento en una prueba). A estos m individuos los
indicaremos como i;. Esta claro que n > m (es decir, todos los individuos son mas
que los que cumplen la condicién; si no, no tendria sentido el estudio).

Pues bien, en primer lugar vamos a proceder a normalizar los datos de las
variables, esto es, a expresarlos en el intérvalo 0-1.

Dado un dato cualquiera (x;), su valor normalizado (x) se calcula con la formula

siguiente, en la que también se tiene en cuenta el valor maximo de la serie (X;;,4x) ¥
el valor minimo (x;,,;,):

Xj — Xmin
X =—————"
Xmax — Xmin

Esto es bastante sencillo de calcular con una hoja de calculo. Basta poner los datos
en una columna y escribir la férmula en la siguiente, sustituyendo x,,45 ¥ Xmin POr
sus valores (o, fijando la celda en la que aparecen, pero esto exige un mayor
conocimiento de la hoja de calculo).
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Entonces podemos representar los datos en la tabla siguiente (tabla 19).

[Tabla 19]

vy 2 Vi Condicién
iq X1 X1 X1k Si/No
iy X241 X2 Xok Si/No
i3 X31 X3 X3k Si/No
i X141 X1, X1k Si/No
iy X241 X2 Xk Si/No
iy X341 X3, X3k Si/No
im X1 X2 Xk Si/No
i, Xn1 Xn2 Xnk Si/No

A continuacion podemos calcular los promedios de cada variable para los
individuos en general (i;) y para los que cumplen la condiciéon (i;), que
denominaremos: vy , U; ,V3 .. Uy Y Vi, V3, V3 .. Uy podemos calcular las
diferencias entre unas y otras (como valor absoluto, sin tener en cuenta el signo),
de manera que:

d; =7, — vl

Si tenemos otro grupo de individuos y, que presenta los valores normalizados de
las variables respectivas (vq,v,,v3... V) que ahora denominaremos
(wy, Wy, w5 ... wi), podemos ponderarlas por las respectivas diferencias, lo que
denominaremos (p;)

pi = wid;

También estableceremos los valores del coeficiente de correlacion (R) con la
variable que consideremos mas pertinente38 (por ejemplo, v;), lo que
denominaremos R;.

Pues bien, para un individuo y; la suma de los respectivos productos p;R; se
presenta como un indicador del riesgo de cumplir la condicién establecida.
Ponderemos p; por R; para neutralizar (o reducir) la sobrerrepresentaciéon de
variables que correlacionen entre ellas.

38 De nuevo aqui se nos cuela la «decisién», que tendremos que justificar en nuestro modelo.
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Si dividimos esa suma por k tendria un valor entre 0 y 1, pero no es necesario si de
lo que se trata es de analizar qué miembros de y estan en situaciéon de riesgo
mayor de cumplir la condicidn. Si se hace la division, tendriamos una medida
probabilistica.

Naturalmente, al saber a posteriori qué miembros de y cumplen la condicion, se
ampliaria la base de individuos (i + y), por lo que se tendria que recalcular v, w y
R. Si tuviéramos definidas las variables de un nuevo grupo de individuos, el calculo
de riesgo estaria mas perfeccionado, y asi sucesivamente. De este modo procede,
por ejemplo, la meteorologia.

21.- OTRO PROCEDIMIENTO (MAS SIMPLE) PARA CALCULAR RIESGOS

Supongamos un caso semejante al anterior, recogido en la tabla 19, pero mas
simple, en el que las variables estén dicotomizadas, esto es, los individuos solo
puedan presentar dos valores, que podemos representar como 0 o 1. También en
este caso distinguiremos una condicion que presenta valores dicotémicos.

Si disponemos de los datos en una hoja de calculo, es muy facil dicotomizarlos. Se puede hacer
utilizando la funcién SI y asignando valores 0 o 1 segin se cumpla o no la «Prueba légica».
Recuérdese que en esta prueba se pueden utilizar criterios como <, >, <, >, etc.

Se trata entonces de calcular la probabilidad de todas las combinaciones posibles.
Si tenemos v variables, el nimero de combinaciones posibles corresponde a la
formula:

217

Se trata de calcular la probabilidad de cada combinacién, diviendo el nimero de
individuos que cumplan la condicién respecto de todos los individuos que
pertenezcan a esa combinacion.

La ventaja de este método es que nos permite trabajar con un gran nimero de
individuos y realizar relativamente pocos calculos (los calculos a realizar
dependen de las variables, no de los individuos). Ademas, se pueden utilizar las
opciones de filtro de las hojas de calculo para simplificar los calculos.

Para elaborar las combinaciones posibles, podemos recurrir a una tabla del tipo
siguiente. Por ejemplo, si se trata de 4 variables y si consideramos los valores 1y 0,
tendremos la tabla 20.

65




[Tabla 20]

vy | v, | v3 | v, | Individuos que cumplen la Total de individuos de Probabilidad:
condicié.n en. ,cada cada combir'lacién casos favorables
combinacién (casos posibles) -
(casos favorables) casos posibles
1 ]/1 |1 |1
1 /1|1 (0
1 ]1 |0 |1
1 ]1 |0 |0
1 /0 |1 |1
1 /0 |1 (0
1 /0 |0 |1
1 /0 |0 (O
0 1 1 1
0|1 (1 |0
0|1 |0 |1
0|1 |0 |O
0 |0 |1 |1
0|0 (1 |O
0 |0 |0 |1
0 |0 [0 |O

Se trata de contar en cada una de estas combinaciones la probabilidad asociada, es
decir, el riesgo de presentar la condicién, que es lo que hemos indicado en las
columnas de la derecha.

No estd de mas recordar que la probabilidad de dos eventos no es la suma de la probabilidad de
ambos. Recuérdese la férmula general. Si tenemos dos eventos (A y B), la probabilidad (P) es:

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB)
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22.- HABLEMOS DE DESIGUALDAD

Ahora hablaremos de «desigualdad». De nuevo una de nuestras «palabras
mayores». Por «desigualdad» no entendemos las meras diferencias, esto es, el
hecho de que una persona es mas alta que otra o pesa mas, porque eso puede ser
debido al azar o a circunstancias individuales. Hablamos de «desigualdad» cuando
nos referimos a «estructuras», esto es, a configuraciones que van mas alla de las
circunstancias individuales y que estdn, por asi decir, ancladas en la forma de
nuestras relaciones sociales. Por ello, las desigualdades se repiten, son
persistentes.

A continuacién se comentara una de las maneras mas inteligentes de medir la
desigualdad social, el denominado indice de Gini, por dos razones: la primera es

porque tiene muchas adaptaciones posibles a la investigacién educativa; la
segunda, porque es un modo muy elegante de pensar relaciones que se expresan
no solo con curvas, sino también con superficies. Por ello, primero haremos una
presentacion habitual, la que el lector puede encontrar mas o menos en cualquier
manual o en cualquier enciclopedia, en papel o en linea. Ilustraremos esta
presentacion con un ejemplo propio. Después (en el epigrafe siguiente) pasaremos
a una reflexién mas profunda.

Como hemos dicho, los cuantiles establecen cortes en una muestra ordenada. Por
ello, qué tan desigual sea un grupo se puede medir como una proporcién de
cuantiles. Para medir la desigualdad social generalmente se calcula la proporcién
entre el quintil superior y el quintil inferior de ingresos (lo que se abrevia S80/S20,
por la palabra inglesa «share» y los puntos de corte, los cuantiles, del quintil
superior -el que deja a su izquierda el 80% de la muestra- y el inferior —el que deja
el 20%-). También se puede utilizar la comparacion del decil superior y el inferior
(o que légicamente se abreviaria S90/S10). Eurostat y otros organismos de
estadistica (por ejemplo, de la OCDE) publican las tablas de S80/S20 o S90/S10 de
los distintos paises y se pueden encontrar facilmente en Internet.

Pero estas medidas tienen el defecto de no considerar qué pasa con los quintiles (o
deciles) intermedios. Dos sociedades pueden tener los mismos ingresos en los
quintiles superior e inferior pero diferencias notables en los quintiles intermedios.
En ese caso, podriamos recurrir a una linea de tendencia que mostrara la
pendiente de los quintiles (o los deciles), como hemos hecho anteriormente al
hablar de cuartiles de rendimiento (cf. epigrafe 10.- Pendientes y angulos). De ese
modo podriamos también considerar el valor de los quintiles o los deciles
intermedios. Pero pensamos esa pendiente como una linea recta (recuérdense los
graficos 3 y 4). ;Qué sucederia si la pensdramos como una curva? Entonces
estariamos realizando una adaptacion del llamado indice de Gini.
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Imaginemos un pais o un grupo social con una poblacidn que tiene unos ingresos
(supongamos, anuales). Podemos ordenar esa muestra segun el nivel de ingresos y
representar la poblaciéon acumulada (eje x) y los ingresos acumulados (eje y) en
unos ejes cartesianos. Esto no plantea ninguna dificultad. Después trazariamos la
curva correspondiente. Para poder comparar esa curva con la de otro pais
podriamos representar no la poblacién acumulada o los ingresos acumulados, sino
su proporcion respecto del total. A qué proporcién de personas (en el eje x) le
corresponde qué proporcion de ingresos (en el eje y) (también hay otras razones
matematicas para trabajar con proporciones, que se explicaran mas adelante).

En una situacién de plena igualdad, si todos los individuos tuvieran exactamente
los mismos ingresos, los porcentajes acumulados formarian una diagonal (o
bisectriz). Por ejemplo, si la poblacién fuera de 100 personas y cada una de ellas
tuviera una remuneracion de 10.000%$ afio, entonces la primera persona (el 1% de
la muestra) aportaria una remuneracion de 10.000$ (el 1% de los ingresos
acumulados); dos personas, 20.000$; 3 personas, 30.000$, etc. etc. y por ello, la
curva (recta) resultante seria la diagonal (d en el grafico 31, la bisectriz que une
los puntos (0,0) y (1,1)). Pero si en el grupo del ejemplo los ingresos son desiguales
y los ordenamos de menor a mayor, la curva resultante estaria por debajo de la
diagonal (I en el grafico 25). A més desigualdad, mas se alejaria la curva [ de la
diagonal d.

[Gréfico 25]

(0,1)

(0,0) (1,0)
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Pues bien, el indice de Gini (IG) se define como la_proporciéon entre el area
delimitada por la linea d y la curva I (marcada con la letra G, en gris claro en el
grafico) y toda el area por debajo de la linea d, es decir, el triangulo que une los
puntos (0,0), (1,0) y (1,1), y que se compone del area bajo la curva (marcada con la
letra S, en gris oscuro en el grafico) y el area entre la linea d y la curva I. Es decir, el
indice de Gini (/G) sera:

=1-2S§

N = N] =
|
N = | »

Por tanto, para calcular el indice de Gini (IG) necesitamos saber el valor de S, lo que
no resulta facil. Disponemos de dos procedimientos para calcular S. Los
analizaremos a continuacién con un cierto detalle, utilizando un ejemplo.

Nos planteamos, ;Dénde es mas desigual el gasto en educacion superior, en Espafia
o en Portugal? Disponemos de los siguientes datos del gasto en educacion superior
por adulto y segin quintiles (tabla 21).

[Tabla 21]
Quintil 12 Quintil 29 Quintil 3¢ Quintil 42 Quintil 52
Espafia 11,214 43,476 34,384 59,457 159,462
Portugal 23,985 73,248 87,297 145,51 245,982

A continuacidn, calcularemos los valores acumulados y sus porcentajes (tabla 22)

[Tabla 22]
Quintil 12 Quintil 29 Quintil 3¢ Quintil 42 Quintil 52
Espafia 0,0364 0,1776 0,2892 0,4823 1,0000
Portugal 0,0416 0,1688 0,3204 0,5730 1,0000

Representaremos los valores de Espafia en el grafico 26 para aclarar los
procedimientos de calculo.
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[Gréfico 26]
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Disponemos de dos procedimientos para calcular S (o mejor: para obtener
aproximaciones satisfactorias), que podemos denominar de trapezoides (12) y de
area bajo curva (29).

19) Procedimiento de trapezoides.- Obsérvese el dibujo. El area S, en gris oscuro, es
la suma de cinco trapezoides, o mejor, de un triangulo: el que esta entre los puntos
(0,0), (0, 0,2) y el valor del primer quintil, y cuatro trapezoides: el primero
corresponde a los puntos (0,2, 0,4) y los valores del primer y el segundo quintil; el
segundo, los puntos (0,4, 0,6) y los valores del segundo y tercer quintil, etc. Cada
uno de estos trapezoides se compone de un rectdngulo (de area base -es decir,
0,2- por altura -el valor del quintil anterior-) y un tridngulo (semibase por la
diferencia del quintil anterior y el posterior). Asi pues, podemos sumar estas
superficies y obtendremos el valor de S. Como el Indice de Gini IG =1 — 2§,
obtendremos los resultados de la tabla 23.

[Tabla 23]
Area Area Area Area Area Suma de indice de
triangulo trapezoide | trapezoide | trapezoide | trapezoide | areas (S) Gini (1G=1-
quintil 12 quintil 22 quintil 32 quintil 42 quintil 52 2S)
Espafia 0,003641 | 0,021398 | 0,046678 0,077146 | 0,148225 0,297088 | 0,405824
Portugal | 0,004164 0,021044 0,048915 0,089332 0,157296 0,320751 0,358497
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2) Procedimiento de area bajo curva.- El procedimiento del area bajo curva se basa
en averiguar la funcién de la curva (I) y proceder a un calculo de integrales. Como
el calculo de integrales no necesariamente forma parte de la ensefianza obligatoria,
ofreceremos aqui una férmula simplificada. Si el lector desea una demostracién
extensa de la féormula, la encontrara en el ANEXO II.

Si disponemos de la funcion de la curva (I), como una funcién polinémica de orden
2 (es decir, como una ecuaciéon de 22 grado), podemos calcular S del modo
siguiente.

Sila ecuacion es:
y=ax*+bx+c
El 4&rea de S es:

s=%,b,
3T pTe

Y como IG = 1 — 25, entonces tenemos la férmula:

2
IG=1—<§a+b+Zc)

Asi pues, tenemos los datos de la tabla 22 en una hoja de calculo, afiadimos
también la pareja de datos (0,0) y solicitamos del programa que traze la linea de
tendencia y la funcion polinémica de orden 2, que es la curva [ que aparece en el
grafico 26, y después sustituimos los valores de a, b y c en la férmula anterior.

El resultado se recoge en la tabla 24:

[Tabla 24]
Ecuacion 2 a b 2c Suma indice de Gini (IG=1-
2 3 2
ax*+bx+c §a+b+2c Suma)
Espafia | y=1,1671x - 0,2458x + 0,0259 0,778067 | -0,2458 | 0,0518 0,584067 0,415933
Portugal y= 1,0843X2 -0,1206x + 0,0134 0,722667 -0,1206 0,0268 0,628867 0,371133

Como puede verse, los valores obtenidos por el primer procedimiento (Espafia:
0,405; Portugal: 0,358) son muy parecidos a los obtenidos por el segundo
procedimiento (Espafia: 0,415; Portugal: 0,371). Por lo que podemos concluir, en
este ejemplo, que hay mas desigualdad en los gastos de ensefianza superior en
Espafia que en Portugal.
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23.- PENSANDO LA DESIGUALDAD COMO UNA CURVA

Observemos el grafico 27 con atencidn. Es un grafico semejante al grafico 25, en el
que se representa por una parte el porcentaje de poblacién acumulada (eje x) y el
porcentaje de riqueza acumulada (eje y). Los puntos corresponden a distintas
sociedades hipotéticas. Vamos a ir comparandolos para preguntarnos cual sera la
sociedad mas desigual en cada caso. Recuerde que la distancia a la diagonal se
entiende como mayor desigualdad.

[Grafico 27]

(0,1) (1.1)
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Veamos en primer lugar los puntos (b,n) y (b,0), que corresponderian a dos
sociedades distintas. ;Cual de las dos sera mas desigualitaria? La respuesta es facil.
Recuerde que la abscisa b corresponde a un porcentaje de poblacién acumulada,
luego el punto (b,n) se distancia mas de la igualdad (de la diagonal) que el punto
(b,0). Es decir, ese porcentaje de poblacién, igual para los dos casos, tiene menor
porcentaje de ingresos acumulados en el caso (b,n) que en el caso (b,0). Luego, esta
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claro, el punto (b,n) corresponde a una sociedad mas desigualitaria que el punto
(b,0), y el punto (b,n) como se ve estd mas alejado de la diagonal, es decir, de la
linea que une el punto (0,0) y el punto (1,1).

Ahora veamos los puntos (e,r) y (f,r) tienen el mismo valor en ordenadas (es decir,
el mismo porcentaje de riqueza acumulada), pero distinto valor en abscisas.
Naturalmente, la sociedad que corresponde al punto (e,r) sera mas igualitaria que
la del punto (fr) porque precisa menos poblacion para llegar a la misma
proporcién de ingresos acumulados. Y también en este caso el punto (f;r) como se
ve esta mas alejado de la diagonal, es decir, de la linea que une el punto (0,0) y el
punto (1,1).

En estos cuatro casos, tomados dos a dos, no parece haber dudas de qué puntos
corresponden a sociedades mas igualitarias o mas desigualitarias, porque coincide
una abscisa o una ordenada (es decir, un valor de x o un valor de y) y el punto de la
sociedad mas desigualitaria esta mas alejado de la diagonal.

En tercer lugar, veamos el caso de los puntos (a,m), (c,p) y (d,q)- ;Cual corresponde
a una sociedad mas igualitaria o a una sociedad mas desigualitaria? Tal vez usted
conteste un poco irreflexivamente que sera mas desigualitaria la sociedad que
corresponda a un punto mas alejado de la diagonal, porque eso es lo que hemos
concluido en los casos anteriores. Pero esta respuesta no es aceptable, porque,

recuérdese, que la representacion de la desigualdad (grafico 25) pasaba por los
puntos (0,0) y (1,1), porque es obvio que con una proporciéon de poblacion
acumulada x = 0, entonces la proporcién de riqueza acumulada tiene que ser
y =20, y al contrario, una proporcién de riqueza acumulada y =1, ha de
corresponder a toda la poblacién, y por tanto x = 1. Por eso, no es correcta la
respuesta de «sera mas desigualitaria la sociedad que corresponda a un punto mas
alejado de la diagonal», porque eso es seguir pensando en términos de linias rectas
paralelas (a la diagonal, es decir, distancias determinadas), y no en términos de
lineas curvas que pasan por uno esos puntos y también por (0,0) y (1,1). Es por ello
que hemos marcado dos curvas parabolicas que pasan por los puntos (a,m) y (d,q),
para poder visibilizar mejor esa curvatura de la desigualdad.
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24.- «LINEAS RECTAS Y LINEAS CURVAS, LO IMPORTANTE ES...»

Un viejo proverbio chino, muy citado en el debate politico espafnol, decia: «gato
blanco, gato negro; lo importante es que cace ratones». Aqui también podriamos
decir que lo importante es aprehender la desigualdad social, y eso lo podemos
hacer, como hemos visto, con lineas rectas o curvas. Ahora que ya se ha explicado
el Indice de Gini, podemos volver sobre un ejemplo anterior, el del bajo
rendimiento segun las pruebas PISA que se explicaba en el epigrafe 10, con el
recurso a lineas de tendencia rectas y el calculo de sus respectivas tangentes o arco
tangentes. Ahora podemos hacer estos calculos utilizando el Indice de Gini.

Sigamos el calculo con detalle. Tomemos el primer pais de la lista de la OCDE:
Australia. La base de datos de PISA proporciona los porcentajes de bajo
rendimiento en ciencias. Los datos se recogen en la tabla 25, donde se ha afiadido
también la suma de los porcentajes.

[Tabla 25]
Cuartil 12 Cuartil 22 Cuartil 32 Cuartil 42 Suma
Australia 70,80% 80,80% 87,60% 93,30% 332,50%

En realidad, daria lo mismo que consideraramos porcentajes o valores absolutos;
se trataria de valores de y. A continuacién se calcula el porcentaje de cada valor
(70,80 etc., respecto de 332,50) y los sucesivos porcentajes acumulados. Se obtiene
asi la tabla 26.

[Tabla 26]

Acumulado Cuartil
10

Acumulado Cuartil
20

Acumulado Cuartil
30

Acumulado Cuartil
40

Australia

0,21293

0,45594

0,719398

Podemos representar estos valores en un grafico, para lo que hay que tener en

cuenta que cada cuartil representa un 20% de la muestra (o 0,25 en términos

decimales) y que hemos de afiadir el par (0,0). El resultado es el grafico 28.
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[Gréfico 28]

Para calcular el drea S procederemos de la manera siguiente. El area del primer
tridangulo es la base (0,25) por la altura (acumulado del cuartil 12), dividida por 2.
En el cuartil segundo tenemos un rectangulo, cuya area es base (0,25) por altura
(acumulado del cuartil 12), mas un triangulo, cuya area la base (0,25) por la altura
(acumulado del cuartil 22 menos acumulado del cuartil 12) dividida por 2, y lo
mismo para el cuartil tercero y el cuarto. El resultado del calculo de estas areas se
presenta en la tabla 19, asi como la suma de los cuatro cuartiles (S). Finalmente,
como sabemos que el Indice de Gini se puede calcular a partir del valor de S com la
férmula: IG = 1 — 25, podemos averiguar el valor del Indice, tal como se recoge en

la tabla 27.
[Tabla 27]
Area Area Cuartil Area Cuartil Area Cuartil Suma areas IG (=1-
Cuartil 12 20 30 40 (s) 25)
Australia 0,026617 0,083609 0,146917 0,214925 0,472068 | 0,055865
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Por tanto, el indice de Gini para Australia es: 0,055865 o, expresado como
Coeficiente de Gini: 5,5865. Calculando pais por pais (lo que resulta bastante facil
si definimos una hoja de calculo con todas las operaciones indicadas), obtenemos

los resultados de las tablas 28 y 29.

[Tabla 28]

No bajo rendimiento, segun indice socioeconémico

Cuartil 12 Cuartil 2 Cuartil 32 Cuartil 42
Australia 70,80% 80,80% 87,60% 93,30%
Austria 64,90% 76,40% 85,20% 91,60%
Belgium 64,80% 77,10% 87,20% 94,10%
Canada 81,40% 88,30% 92,40% 94,60%
Chile 43,80% 65,00% 69,30% 84,30%
Czech Republic 63,50% 77,40% 84,20% 94,00%
Denmark 74,70% 81,30% 88,90% 93,20%
Estonia 86,50% 90,30% 92,40% 96,30%
Finland 80,30% 86,80% 92,00% 95,50%
France 60,10% 74,80% 86,40% 94,80%
Germany 72,10% 84,20% 88,20% 95,20%
Greece 50,20% 62,30% 72,20% 85,30%
Hungary 53,00% 72,40% 78,80% 92,00%
Iceland 66,70% 73,60% 77,50% 82,30%
Ireland 73,60% 82,70% 89,00% 93,70%
Israel 51,80% 65,90% 77,20% 82,20%
Italy 63,10% 76,80% 80,10% 88,50%
Japan 82,80% 90,40% 92,90% 96,60%
Korea 76,80% 83,50% 89,70% 93,00%
Latvia 75,00% 79,20% 86,00% 91,60%
Luxembourg 54,90% 70,70% 80,10% 92,50%
Mexico 34,80% 47,70% 57,40% 69,70%
Netherlands 69,80% 78,90% 85,10% 93,10%
Norway 71,50% 80,50% 85,20% 89,70%
Portugal 70,10% 81,20% 84,20% 95,50%
Slovak Republic 50,10% 68,20% 74,70% 86,50%
Slovenia 74,90% 82,50% 90,00% 93,70%
Spain 68,40% 79,20% 86,00% 94,00%
Sweden 66,40% 75,90% 85,60% 89,30%
Switzerland 67,30% 80,80% 85,30% 93,70%
Turkey 42,20% 51,20% 57,60% 72,10%
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United Kingdom 74,30% 78,40% 87,60% 92,80%
United States 68,00% 76,20% 84,90% 91,40%
Algeria 25,20% 25,70% 28,50% 38,30%
Brazil 27,70% 38,60% 44,90% 65,40%
B-S-J-G (China) 68,90% 84,80% 87,30% 94,00%
Bulgaria 40,90% 56,10% 71,10% 83,00%
CABA (Argentina) 50,70% 76,90% 87,90% 93,70%
Colombia 34,90% 42,70% 53,90% 72,50%
Costa Rica 35,90% 46,30% 56,40% 76,20%
Croatia 64,00% 71,50% 77,50% 88,90%
Cyprus 43,10% 53,50% 60,90% 75,10%
Dominican Republic 3,30% 8,20% 13,90% 31,90%
FYROM 25,20% 34,40% 39,00% 51,20%
Georgia 32,10% 41,00% 55,90% 68,50%
Hong Kong (China) 85,90% 89,80% 92,30% 95,30%
Indonesia 28,90% 38,10% 45,60% 63,80%
Jordan 32,80% 47,50% 55,70% 67,10%
Kosovo 23,40% 28,30% 31,40% 47,30%
Lebanon 21,90% 32,30% 38,40% 57,80%
Lithuania 61,30% 71,20% 81,00% 88,40%
Macao (China) 89,90% 92,70% 92,00% 93,40%
Malta 50,40% 63,40% 72,40% 85,10%
Moldova 40,60% 55,90% 59,40% 75,80%
Montenegro 38,10% 44,90% 50,70% 63,70%
Peru 15,10% 35,50% 48,10% 67,60%
Qatar 33,70% 52,10% 59,90% 57,00%
Romania 43,90% 55,60% 65,80% 80,80%
Russia 72,90% 80,70% 86,90% 88,60%
Singapore 78,90% 90,80% 94,10% 97,90%
Chinese Taipei 76,90% 86,60% 90,90% 96,00%
Thailand 43,80% 46,70% 52,70% 71,60%
Trinidad and Tobago 41,40% 49,40% 58,00% 73,10%
Tunisia 21,90% 28,50% 34,50% 53,90%
United Arab Emirates 44,10% 56,70% 66,60% 66,90%
Uruguay 40,70% 53,00% 63,00% 81,00%
Viet Nam 90,60% 93,70% 94,70% 97,40%
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[Tabla 29]

Area del trapezoide correspondiente a cada cuartil Suma IG
Cuartil 12 Cuartil 22 Cuartil 32 Cuartil 42 (S) (1-25)
Australia 0,026617 | 0,083609 0,146917 | 0,214925 | 0,472068 | 0,055865
Austria 0,025503 | 0,081028 0,144530 | 0,214005 | 0,465066 | 0,069868
Belgium 0,025062 | 0,079943 0,143487 | 0,213606 | 0,462098 | 0,075804
Canada 0,028525 | 0,087994 0,151318 | 0,216849 | 0,484686 | 0,030628
Chile 0,020865 | 0,072694 0,136671 | 0,209842 | 0,440072 | 0,119855
Czech Republic 0,024875 | 0,080069 0,143372 | 0,213178 | 0,461493 | 0,077013
Denmark 0,027618 | 0,085293 0,148218 | 0,215543 | 0,476671 | 0,046658
Estonia 0,029583 | 0,090048 0,152531 | 0,217066 | 0,489227 | 0,021546
Finland 0,028307 | 0,087211 0,150240 | 0,216335 | 0,482092 | 0,035815
France 0,023766 | 0,077112 0,140857 | 0,212512 | 0,454247 | 0,091506
Germany 0,026531 | 0,084045 0,147483 | 0,214969 | 0,473028 | 0,053945
Greece 0,023241 | 0,075324 0,137593 | 0,210509 | 0,446667 | 0,106667
Hungary 0,022367 | 0,075287 0,139095 | 0,211175 | 0,447924 | 0,104153
Iceland 0,027782 | 0,086221 0,149159 | 0,215720 | 0,478882 | 0,042236
Ireland 0,027139 | 0,084771 0,148083 | 0,215450 | 0,475442 | 0,049115
Israel 0,023367 | 0,076462 0,141014 | 0,212920 | 0,453762 | 0,092476
Italy 0,025567 | 0,082253 0,145827 | 0,214141 | 0,467788 | 0,064425
Japan 0,028536 | 0,088227 0,151399 | 0,216708 0,48487 | 0,030259
Korea 0,027988 | 0,086407 0,149526 | 0,216108 | 0,480029 | 0,039942
Latvia 0,028255 | 0,086347 0,148583 | 0,215491 | 0,478677 | 0,042646
Luxembourg 0,023013 | 0,075662 0,138875 | 0,211226 | 0,448776 | 0,102448
Mexico 0,020754 | 0,069955 0,132634 | 0,208433 | 0,431775 | 0,136450
Netherlands 0,026690 | 0,083550 0,146260 0,21440 | 0,470901 | 0,058198
Norway 0,027340 | 0,085462 0,148822 | 0,215701 | 0,477325 | 0,045350
Portugal 0,026473 0,08361 0,146073 | 0,213935 | 0,470091 | 0,059819
Slovak Republic 0,022406 | 0,075313 0,139222 | 0,211315 | 0,448256 | 0,103488
Slovenia 0,027448 | 0,085129 0,148344 | 0,215663 | 0,476583 | 0,046834
Spain 0,026099 | 0,082418 0,145452 | 0,214133 | 0,468101 | 0,063797
Sweden 0,026166 | 0,082243 0,145886 | 0,214809 | 0,469105 | 0,061791
Switzerland 0,025718 | 0,082314 0,145789 | 0,214193 | 0,468014 | 0,063971
Turkey 0,023644 | 0,075975 0,136934 | 0,209603 | 0,446156 | 0,107687
United Kingdom 0,027882 | 0,085185 0,147478 | 0,215176 | 0,475721 | 0,048559
United States 0,026521 | 0,082761 0,145593 | 0,214353 | 0,469228 | 0,061544
Algeria 0,026763 | 0,080820 0,138381 | 0,209325 | 0,455289 | 0,089422
Brazil 0,019606 | 0,066535 0,125637 | 0,203709 | 0,415487 | 0,169026
B-S-J-G (China) 0,025709 | 0,083060 0,147276 | 0,214925 | 0,470907 | 0,058060
Bulgaria 0,020360 | 0,068648 0,131969 | 0,208682 | 0,429659 | 0,140681
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CABA (Argentina) 0,020496 | 0,072081 0,138705 | 0,212120 | 0,443402 | 0,113195
Colombia 0,021385 | 0,068934 0,128125 | 0,205576 | 0,424020 | 0,151961
Costa Rica 0,020892 | 0,068727 0,128492 | 0,205656 | 0,423766 | 0,152467
Croatia 0,026499 | 0,082602 0,144294 | 0,213191 | 0,466587 | 0,066827
Cyprus 0,023162 | 0,075075 0,136554 | 0,209641 | 0,444433 | 0,111135
Dominican Republic 0,007199 | 0,032286 0,080497 | 0,180410 | 0,300393 | 0,399215
FYROM 0,021028 | 0,070761 0,132009 | 0,207276 | 0,431075 | 0,137850
Georgia 0,020316 | 0,066582 0,127911 | 0,206646 | 0,421456 | 0,157089
Hong Kong (China) 0,029555 | 0,090008 0,152663 | 0,217210 | 0,489437 | 0,021126
Indonesia 0,020479 | 0,067956 0,127268 | 0,204790 | 0,420493 | 0,159014
Jordan 0,020187 | 0,069609 0,133124 | 0,208703 | 0,431622 | 0,136755
Kosovo 0,022431 | 0,071990 0,129218 | 0,204659 | 0,428298 | 0,143405
Lebanon 0,018201 | 0,063248 0,122008 | 0,201961 | 0,405419 | 0,189162
Lithuania 0,025381 | 0,080242 0,143259 | 0,213398 | 0,462281 | 0,075439
Macao (China) 0,030537 | 0,092561 0,155299 | 0,218274 | 0,496671 | 0,006658
Malta 0,023222 | 0,075654 0,138223 | 0,210791 | 0,447890 | 0,104220
Moldova 0,021903 | 0,073964 0,136167 | 0,209107 | 0,441142 | 0,117717
Montenegro 0,024126 | 0,076684 0,137221 | 0,209663 | 0,447695 | 0,104610
Peru 0,011350 | 0,049384 0,112222 | 0,199188 | 0,372144 | 0,255713
Qatar 0,020782 | 0,073693 0,142760 | 0,214850 | 0,452084 | 0,095831
Romania 0,022298 | 0,072836 0,134498 | 0,208960 | 0,438592 | 0,122816
Russia 0,027689 0,08603 0,149689 | 0,216348 | 0,479755 | 0,040489
Singapore 0,027267 | 0,085914 0,149813 | 0,216167 | 0,479161 | 0,041678
Chinese Taipei 0,027433 | 0,085759 0,149080 | 0,215753 | 0,478025 | 0,043950
Thailand 0,025489 | 0,078154 0,135999 | 0,208333 | 0,447975 | 0,104050
Trinidad and Tobago 0,023321 0,07447 0,134971 | 0,208822 | 0,441584 | 0,116832
Tunisia 0,019723 | 0,065112 0,121848 | 0,201459 | 0,408141 | 0,183718
United Arab Emirates 0,023528 | 0,077305 0,143086 | 0,214309 | 0,458227 | 0,083547
Uruguay 0,021403 | 0,070677 0,131679 | 0,207404 | 0,431163 | 0,137674
Viet Nam 0,030088 | 0,091293 0,153859 | 0,217654 | 0,492893 | 0,014214

Los siguientes epigrafes son un tanto sofisticados. Tratan de un caso
particular, que es el establecimiento del indice de Gini con un par de valores
x;,yi. Por eso, si no es el caso de su investigacion, puede prescindir de su
lectura y pasar al epigrafe de conclusion.
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25.- LA DESIGUALDAD, CON UN PAR DE VALORES Y UNA CURVA PARABOLICA...

En el grafico 29 se muestran dos tipos de curvas: con trazo continuo, una curva
parabdlica, que corresponde a la funcién: y = x? + x ; con trazo discontinuo, una
curva exponencial, que corresponde a la funcion: y = 2*. Es bueno recordar esta
distincion para poder seguir las explicaciones que siguen.3?

[Gréfico 29]
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39 La profesora de matematicas Josefa Marin, docente en la Universitat Politecnica de Valéncia,
atendié amablemente mis consultas y me ayudé a resolver algunos problemas de los fragmentos
siguientes.
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A continuacién plantearemos un problema y explicaremos las maniobras
geométricas que tenemos que hacer para fundamentar una respuesta.

Observemos los datos reales de dos titulaciones en una universidad real: Derecho y
Enfermeria. En el curso 2013/14, un 20,3% de las personas matriculadas en la
Facultad de Derecho eran nuevos estudiantes. Ese mismo curso, en la Facultad de
Enfermeria los nuevos estudiantes representaban el 30,1%. Ambos grados tienen
una duracién teérica de cuatro cursos. Asi pues, cuatro cursos después, habian
concluido el 20,00% de los nuevos estudiantes de Derecho y el 70,92% de los de
Enfermeria. ;En cudl de las dos titulaciones el estudiantado «fluye» mejor?

A primera vista, uno se inclinaria a contestar que en Enfermeria, pero, ;como
calcularlo de una manera precisa y, mejor todavia, poder asignar un indice que
represente la falta de fluidez? Para contestar a esta cuestién realizaremos una
adaptacién del Indice de Gini, que se comenta a continuacién.

En el grafico 25 hemos introducido subrepticiamente un modelo para analizar la
desigualdad: una curva que pasa por el punto en cuestion (x;, y;) y por los puntos
(0,0) y (1,1), y que nos permite calcular una medida de desigualdad a la manera del
indice de Gini. De nuevo podemos recurrir a trazar una linea de tendencia (curva)
parabdlica que pase por los tres puntos y solicitarle al programa de calculo que nos
proporcione la ecuacion de esa curva. Una manera de hacer esto es realizar una
pequefia transformaciéon geométrica: primero un desplazamiento en los ejes
cartesianos y luego un giro. Intentaremos representar este doble movimiento con
los graficos siguientes, que exigen del lector un cierto esfuerzo de abstraccién.

Comenzaremos por un grafico igual que el anterior grafico 5, en el que hemos
introducido unas lineas complementarias para que se puedan visibilizar mejor las
transformaciones que vamos a realizar. Recuérdese que lo que nos interesa de este
grafico son las superficies marcadas como G y S, porque la medida de la
desigualdad, el Indice de Gini, la hemos definido como IG = % =1—2S. Ademas

el lector tiene que fijar su atencion en los cuatro puntos fundamentales del grafico:
los puntos (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) y (x).
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[Gréfico 30]
(0,1) (1,1)

(y)

(0,0) (1,0)

A continuacién vamos a proceder a una traslacion de los ejes de coordenadas, que
seran desplazados una unidad hacia la derecha. De este modo, todos los puntos del
grafico tienen unas nuevas coordenadas. La transformacion se explica en la tabla
30y se representa en el grafico 31.

[Tabla 30]
Coordenadas grafico 35 Coordenadas grafico 30, después desplazamiento
(0,0) (-1,0)
(0,1) (-1,2)
(1,0) (0,0)
(1,1) (0,1)
(Xl y) (X-ll y)
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1,1

[Gréfico 31]

(-1,0)

{X = T,Y)

(0,1)

(0,0)

A continuaciodn, se efectia un giro de 452 (en el sentido de las agujas del reloj) de
los ejes cartesianos. Naturalmente, los cuatro puntos tendradn entonces nuevas
coordenadas, aunque no cambien las areas G y S. Las nuevas coordenadas se
recogen en la tabla 31 y la representacion después del giro en el grafico 32 (que a
su vez ha sido girado 452 en el sentido contrario a las agujas del reloj, para
favorecer la contemplacion por parte del lector).

[Tabla 31]
Coordenadas Coordenadas grafico 30, después Coordenadas grafico 31, después del
grafico 35 desplazamiento giro

(0,0) (-1,0) V2 V2

(- - 7)
(0,1) (-1,1) (0,V2)
(1,0) (0,0) (0,0)
(1,1) (0,1) V2 V2

=)
(x,y) (x-1,y) ((x —1+yV2 (y+1- x)x/i)
2 ’ 2
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[Gréfico 32]

J_i) / ((y -14x)02 ‘ (x+1- y)ﬁ) VZ V2
2

_V2 | V2
= / e ) PRy
) o :

De este modo, si tenemos Unicamente dos valores (x,y), podemos cargar en una
hoja de calculo los tres pares de valores de la tabla 32.

[Tabla 32]

N|é|N|é| <
SESEpas

(x—1+yn2 y+1-—xn2
2 2

Y, a continuacion realizar el grafico de dispersion correspondiente y pedirle al
programa que nos proporcione la funciéon de la curva I. Después podemos
simplificar el calculo de G considerando la mitad de su superficie (grafico 33).
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[Gréfico 33]

(_ﬁ Q) (y-1430V2 (x+1-y)V2 =
22 — = . 25

)

Necesitamos calcular la integral definida entre 0 y g, ala que denominaremos T. Si
la funcién de la curva es:

y=ax?+bx+c

Entonces podemos enunciar la férmula:

T = ﬁ+b1+ V2
S ATy

Si observamos el grafico se cumple que:

S_T 1
2 4

Y, por lo tanto, multiplicando ambos términos por 4:

25 =4T -1
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Y como:
IG=1-25=1—-4T+1=2—-14T

Y por lo tanto, sustituyendo el valor T que aparece en una féormula anterior,
obtenemos:

V2
IG=2—?a—b—2\/§c

Ahora ya podemos volver a plantear la cuestion inicial. Con los datos siguientes:

[Tabla 33]

Nuevos estudiantes en el curso
de referencia respecto del total
de personas matriculadas (TR)

Estudiantes egresados de los
nuevos en el curso de referencia
(1)

Enfermeria

30,1%

70,92%

Derecho

20,3%

20,0%

La primera columna corresponde a lo que se denomina Tasa de Renovacion (TR),
la segunda a la Tasa de Idoneidad (TI). ;Cudl es el porcentaje de estudiantado
egresado en el curso de referencia mas cuatro afios respecto del conjunto de
matricula en el curso de referencia? A esta variable la denominaremos Tasa de
Egresividad (TE). Se cumple que TE = (TR)(TI). Por tanto, el problema se reduce
a comparar los valores de TR (x) con TE (y) en dos ejes cartesianos, obtener las
nuevas coordenadas (segun la tabla 33) y en la parabola resultante establecer la
ecuacion de la curva y calcular el Indice de Gini correspondiente. Estos resultados
se muestran en la tabla 34.

[Tabla 34]
TE Ecuacion de la curva IG
Enfermeria 21,3469% y =0,162x2 + 5E-15x + 0,07637
0,6261
Derecho 4,0600% y =0,5368x2 + 2E-14x + 0,25329
0,4387

Entonces podemos hacer una comparativa entre dos titulaciones. Podemos
suponer, por ejemplo, que la falta de «fluidez» e en Derecho con respecto a
Enfermeria es ...
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1G 0,25329
Derecho  _ - 3,316
IGEnfermerl'a 0,07637

... 3,31 veces mayor.

Podemos representar esto mismo en el grafico 34.

[Grafico 34]

(0,1)

Enfermeria

o
(1,00

Derecho

Se ha sefialado en gris claro el drea correspondiente al Indice de Gini (lo que antes
denomindbamos G) en el caso de la titulacién de Enfermeria. En el caso de Derecho
seria el area gris clara mas el area blanca. Por lo que se puede apreciar a simple
vista que su indice serd mayor (y por tanto, la falta de «fluidez»).
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26.- ...0 CON UNA CURVA EXPONENCIAL

En el epigrafe anterior utilizamos una curva parabdlica, que era simeétrica respecto
a la linea que une los puntos (0,1) y (1,0), que es la otra diagonal, perpendicular a
la bisectriz que denominamos d, para calcular el Indice de Gini (IG). Pero también
podemos realizar el mismo calculo con una curva exponencial, como la del grafico
35.

[Grafico 35]

0,8

o

0,6

r!

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00

(Obsérvese que la curva I no es simétrica respecto a una linea imaginaria
perpendicular a d).

Podemos utilizar una funcién como

y=02*-1°
Donde:
logy
a=—
log(2* — 1)

Dado un par de valores (x;,y;), se calcula a, con la férmula anterior, y después se
puede construir una curva, asignando valores a la funcién general. Llevamos esos
valores a una hoja de calculo, averiguamos su linea de tendencia polindmica y
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después, con el procedimiento ya expuesto del calculo de integrales, establecemos

el area bajo la curva y el valor del indice.

En este caso la fundamentacidn se desarrolla en el ANEXO II. En nuestro ejemplo:

[Tabla 35]

Nuevos estudiantes en el curso
de referencia respecto del total
de personas matriculadas (TR)

Estudiantes egresados de los
nuevos en el curso de referencia
(1)

Enfermeria 30,1% 70,92%
Derecho 20,3% 20,0%

[Tabla 36]

X Y [(TR)(TI)]

Enfermeria 0,301 0,2134
Derecho 0,203 0,0406
Primero calculamos:

log 0,2134

Aenfermeria = log(2039% — 1) = 1,0571
log 0,0406
QAderecho — = 1,4820

log(20203 — 1)

Las ecuaciones resultantes (que nos proporciona la hoja de calculo) son:

[Tabla 37]
enfermeria y =0,2295x6- 0,7915x5 + 1,1124x*- 0,7309%3 + 0,6125x2 + 0,5687x - 0,0006
derecho y =0,3702x6-1,2901x% + 1,9092x*- 1,2677x3 + 1,1777x2 + 0,1015x - 0,0007

La superficie bajo curva y los Indices de Gini correspondientes son:

[Tabla 38]
Superficie 1G
enfermeria 0,4285 0,1429
derecho 0,3454 0,3092
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IGperecho __ 0,3092

=2,163
IGEnfermerl’a 0,1429

De nuevo, transitamos el puente de la geometria a la aritmética, desde las formas
hasta los nimeros. Por este camino, como por un paseo vespertino, nos
encontraremos con los pitagéricos, con Descartes y con aquellas personas que
imaginaron matematicamente el mundo.

27.- CONCLUYENDO

Muchas cosas quedan en el tintero. Por ejemplo, la aplicacién de la teoria de las
catastrofes al ambito de la investigacion educativa o el uso de espacios con mas de
dos dimensiones. Esto serda tratado en otro texto o en la reedicion de este. No voy a
incluir un capitulo de bibliografia, pero si reconocer lo inspiradoras que me
resultaron las Lecciones de matemdticas de V. Boss, orientadas a la ingenieria, o los
trabajos de A. K. Guts, Y. V. Frolova y L. A. Pautova, matematizando el orden social.
Sin duda uno de los ejemplos mas estimulantes estd en la excelente obra del
matematico L. S. Pontriaguin. Por ejemplo los desplazamientos de ejes cartesianos
comentados anteriormente son herederos de su magisterio. Leer los volimenes
matematicos de Pontriaguin no resulta facil. Y lo auténticamente sorprendente es
saber que su autor quedé ciego a los 14 anos. Ciertamente, lo esencial es invisible a
los ojos, como decia El Principito.
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ANEXO I. Tabla de la Distribucién X2. p = Probabilidad de encontrar un valor mayor o igual que el X? tabulado, v= grados de libertad
v/p 0,001 0,0025 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

1 10,8274 9,1404 7,8794 6,6349 5,0239 3,8415 2,7055 2,0722 1,6424 1,3233 1,0742 0,8735 0,7083 0,5707 0,4549
2 13,8150 11,9827 10,5965 9,2104 7,3778 5,9915 4,6052 3,7942 3,2189 2,7726 2,4079 2,0996 1,8326 1,5970 1,3863
3 16,2660 14,3202 12,8381 11,3449 9,3484 7,8147 6,2514 5,3170 4,6416 4,1083 3,6649 3,2831 2,9462 2,6430 2,3660
4 18,4662 16,4238 14,8602 13,2767 11,1433 9,4877 7,7794 6,7449 5,9886 5,3853 4,8784 4,4377 4,0446 3,6871 3,3567
5 20,5147 18,3854 16,7496 15,0863 12,8325 11,0705 9,2363 8,1152 7,2893 6,6257 6,0644 5,5731 5,1319 4,7278 4,3515
6 22,4575 20,2491 18,5475 16,8119 14,4494 12,5916 10,6446 9,4461 8,5581 7,8408 7,2311 6,6948 6,2108 5,7652 5,3481
7 24,3213 22,0402 20,2777 18,4753 16,0128 14,0671 12,0170 10,7479 9,8032 9,0371 8,3834 7,8061 7,2832 6,8000 6,3458
8 26,1239 23,7742 21,9549 20,0902 17,5345 15,5073 13,3616 12,0271 11,0301 10,2189 9,5245 8,9094 8,3505 7,8325 7,3441
9 27,8767 25,4625 23,5893 21,6660 19,0228 16,9190 14,6837 13,2880 12,2421 11,3887 10,6564 10,0060 9,4136 8,8632 8,3428
10 29,5879 27,1119 25,1881 23,2093 20,4832 18,3070 15,9872 14,5339 13,4420 12,5489 11,7807 11,0971 10,4732 9,8922 9,3418

111 | 31,2635 28,7291 26,7569 24,7250 21,9200 19,6752 17,2750 15,7671 14,6314 13,7007 12,8987 12,1836 11,5298 10,9199 10,3410
12 32,9092 30,3182 28,2997 26,2170 23,3367 21,0261 18,5493 16,9893 15,8120 14,8454 14,0111 13,2661 12,5838 11,9463 11,3403
13 34,5274 31,8830 29,8193 27,6882 24,7356 22,3620 19,8119 18,2020 16,9848 15,9839 15,1187 14,3451 13,6356 12,9717 12,3398
14 36,1239 33,4262 31,3194 29,1412 26,1189 23,6848 21,0641 19,4062 18,1508 17,1169 16,2221 15,4209 14,6853 13,9961 13,3393
15 37,6978 34,9494 32,8015 30,5780 27,4884 24,9958 22,3071 20,6030 19,3107 18,2451 17,3217 16,4940 15,7332 15,0197 14,3389
16 39,2518 36,4555 34,2671 31,9999 28,8453 26,2962 23,5418 21,7931 20,4651 19,3689 18,4179 17,5646 16,7795 16,0425 15,3385
17 40,7911 37,9462 35,7184 33,4087 30,1910 27,5871 24,7690 22,9770 21,6146 20,4887 19,5110 18,6330 17,8244 17,0646 16,3382
18 42,3119 39,4220 37,1564 34,8052 31,5264 28,8693 25,9894 24,1555 22,7595 21,6049 20,6014 19,6993 18,8679 18,0860 17,3379
19 43,8194 40,8847 38,5821 36,1908 32,8523 30,1435 27,2036 25,3289 23,9004 22,7178 21,6891 20,7638 19,9102 19,1069 18,3376
20 45,3142 42,3358 39,9969 37,5663 34,1696 31,4104 28,4120 26,4976 25,0375 23,8277 22,7745 21,8265 20,9514 20,1272 19,3374
21 46,7963 43,7749 41,4009 38,9322 35,4789 32,6706 29,6151 27,6620 26,1711 24,9348 23,8578 22,8876 21,9915 21,1470 20,3372
22 48,2676 45,2041 42,7957 40,2894 36,7807 33,9245 30,8133 28,8224 27,3015 26,0393 24,9390 23,9473 23,0307 22,1663 21,3370
23 49,7276 46,6231 44,1814 41,6383 38,0756 35,1725 32,0069 29,9792 28,4288 27,1413 26,0184 25,0055 24,0689 23,1852 22,3369
24 51,1790 48,0336 45,5584 42,9798 39,3641 36,4150 33,1962 31,1325 29,5533 28,2412 27,0960 26,0625 25,1064 24,2037 23,3367
25 52,6187 49,4351 46,9280 44,3140 40,6465 37,6525 34,3816 32,2825 30,6752 29,3388 28,1719 27,1183 26,1430 25,2218 24,3366
26 54,0511 50,8291 48,2898 45,6416 41,9231 38,8851 35,5632 33,4295 31,7946 30,4346 29,2463 28,1730 27,1789 26,2395 25,3365
27 55,4751 52,2152 49,6450 46,9628 43,1945 40,1133 36,7412 34,5736 32,9117 31,5284 30,3193 29,2266 28,2141 27,2569 26,3363
28 56,8918 53,5939 50,9936 48,2782 44,4608 41,3372 37,9159 35,7150 34,0266 32,6205 31,3909 30,2791 29,2486 28,2740 27,3362
29 58,3006 54,9662 52,3355 49,5878 45,7223 42,5569 39,0875 36,8538 35,1394 33,7109 32,4612 31,3308 30,2825 29,2908 28,3361
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v/p | 0,001 0,0025 0,005 0,01 0,025 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

30 59,7022 56,3325 53,6719 50,8922 46,9792 43,7730 40,2560 37,9902 36,2502 34,7997 33,5302 32,3815 31,3159 30,3073 29,3360
31 61,0980 57,6921 55,0025 52,1914 48,2319 44,9853 41,4217 39,1244 37,3591 35,8871 34,5981 33,4314 32,3486 31,3235 30,3359
32 62,4873 59,0461 56,3280 53,4857 49,4804 46,1942 42,5847 40,2563 38,4663 36,9730 35,6649 34,4804 33,3809 32,3394 31,3359
33 63,8694 60,3953 57,6483 54,7754 50,7251 47,3999 43,7452 41,3861 39,5718 38,0575 36,7307 35,5287 34,4126 33,3551 32,3358
34 65,2471 61,7382 58,9637 56,0609 51,9660 48,6024 44,9032 42,5140 40,6756 39,1408 37,7954 36,5763 35,4438 34,3706 33,3357
35 66,6192 63,0760 60,2746 57,3420 53,2033 49,8018 46,0588 43,6399 41,7780 40,2228 38,8591 37,6231 36,4746 35,3858 34,3356
36 67,9850 64,4097 61,5811 58,6192 54,4373 50,9985 47,2122 44,7641 42,8788 41,3036 39,9220 38,6693 37,5049 36,4008 35,3356
37 69,3476 65,7384 62,8832 59,8926 55,6680 52,1923 48,3634 45,8864 43,9782 42,3833 40,9839 39,7148 38,5348 37,4156 36,3355
38 70,7039 67,0628 64,1812 61,1620 56,8955 53,3835 49,5126 47,0072 45,0763 43,4619 42,0450 40,7597 39,5643 38,4302 37,3354
39 72,0550 68,3830 65,4753 62,4281 58,1201 54,5722 50,6598 48,1263 46,1730 44,5395 43,1053 41,8040 40,5935 39,4446 38,3354
40 73,4029 69,6987 66,7660 63,6908 59,3417 55,7585 51,8050 49,2438 47,2685 45,6160 44,1649 42,8477 41,6222 40,4589 39,3353
45 80,0776 76,2229 73,1660 69,9569 65,4101 61,6562 57,5053 54,8105 52,7288 50,9849 49,4517 48,0584 46,7607 45,5274 44,3351
50 86,6603 82,6637 79,4898 76,1538 71,4202 67,5048 63,1671 60,3460 58,1638 56,3336 54,7228 53,2576 51,8916 50,5923 49,3349
55 93,1671 89,0344 85,7491 82,2920 77,3804 73,3115 68,7962 65,8550 63,5772 61,6650 59,9804 58,4469 57,0160 55,6539 54,3348
60 99,6078 95,3443 91,9518 88,3794 83,2977 79,0820 74,3970 71,3411 68,9721 66,9815 65,2265 63,6277 62,1348 60,7128 59,3347
70 112,3167  107,8079  104,2148  100,4251 95,0231 90,5313 85,5270 82,2553 79,7147 77,5766 75,6893 73,9677 72,3583 70,8236 69,3345
80 124,8389  120,1018  116,3209  112,3288  106,6285  101,8795 96,5782 93,1058 90,4053 88,1303 86,1197 84,2840 82,5663 80,9266 79,3343
90 137,2082  132,2554  128,2987  124,1162  118,1359  113,1452  107,5650  103,9040 101,0537 98,6499 96,5238 94,5809 92,7614 91,0234 89,3342
100 | 149,4488  144,2925  140,1697  135,8069  129,5613  124,3421  118,4980 114,6588 111,6667  109,1412  106,9058 104,8615 102,9459 101,1149 99,3341
120 | 173,6184 168,0814  163,6485  158,9500 152,2113  146,5673  140,2326  136,0620 132,8063  130,0546  127,6159  125,3833  123,2890  121,2850  119,3340
140 | 197,4498 191,5653  186,8465  181,8405 174,6478  168,6130 161,8270 157,3517  153,8537  150,8941  148,2686  145,8629  143,6043  141,4413  139,3339
160 | 221,0197 214,8081  209,8238  204,5300 196,9152  190,5164  183,3106  178,5517 174,8283  171,6752  168,8759  166,3092  163,8977 161,5868  159,3338
180 | 244,3723  237,8548  232,6198  227,0563  219,0442  212,3039 204,7036  199,6786  195,7434  192,4086  189,4462  186,7282  184,1732  181,7234  179,3338
200 | 267,5388  260,7350  255,2638  249,4452  241,0578  233,9942  226,0210 220,7441  216,6088  213,1022  209,9854  207,1244  204,4337  201,8526  199,3337
250 | 324,8306 317,3609  311,3460  304,9393  295,6885  287,8815  279,0504  273,1944  268,5987  264,6970  261,2253  258,0355  255,0327  252,1497  249,3337
300 | 381,4239 373,3509  366,8439  359,9064  349,8745  341,3951  331,7885  325,4090 320,3971 316,1383  312,3460 308,8589  305,5741  302,4182  299,3336
500 | 603,4458  593,3580 585,2060 576,4931  563,8514  553,1269  540,9303 532,8028 526,4014 520,9505 516,0874 511,6081 507,3816  503,3147  499,3335
600 | 712,7726  701,8322  692,9809  683,5155 669,7690 658,0936  644,8004 6359329  628,8157 622,9876 617,6713 612,7718  608,1468  603,6942  599,3335
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v/p 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,9975 0,999
1 0,3573 0,2750 0,2059 0,1485 0,1015 0,0642 0,0358 0,0158 0,0039 0,0010 0,0002 0,0000 0,0000 0,0000
2 1,1957 1,0217 0,8616 0,7133 0,5754 0,4463 0,3250 0,2107 0,1026 0,0506 0,0201 0,0100 0,0050 0,0020
3 2,1095 1,8692 1,6416 1,4237 1,2125 1,0052 0,7978 0,5844 0,3518 0,2158 0,1148 0,0717 0,0449 0,0243
4 3,0469 2,7528 2,4701 2,1947 1,9226 1,6488 1,3665 1,0636 0,7107 0,4844 0,2971 0,2070 0,1449 0,0908
5 3,9959 3,6555 3,3251 2,9999 2,6746 2,3425 1,9938 1,6103 1,1455 0,8312 0,5543 0,4118 0,3075 0,2102
6 4,9519 4,5702 4,1973 3,8276 3,4546 3,0701 2,6613 2,2041 1,6354 1,2373 0,8721 0,6757 0,5266 0,3810
7 5,9125 5,4932 5,0816 4,6713 4,2549 3,8223 3,3583 2,8331 2,1673 1,6899 1,2390 0,9893 0,7945 0,5985
8 6,8766 6,4226 5,9753 5,5274 5,0706 4,5936 4,0782 3,4895 2,7326 2,1797 1,6465 1,3444 1,1042 0,8571
9 7,8434 7,3570 6,8763 6,3933 5,8988 5,3801 4,8165 4,1682 3,3251 2,7004 2,0879 1,7349 1,4501 1,1519
10 8,8124 8,2955 7,7832 7,2672 6,7372 6,1791 5,5701 4,8652 3,9403 3,2470 2,5582 2,1558 1,8274 1,4787
11 9,7831 9,2373 8,6952 8,1479 7,5841 6,9887 6,3364 5,5778 4,5748 3,8157 3,0535 2,6032 2,2321 1,8338
12 10,7553 10,1820 9,6115 9,0343 8,4384 7,8073 7,1138 6,3038 5,2260 4,4038 3,5706 3,0738 2,6612 2,2141
13 11,7288 11,1291 10,5315 9,9257 9,2991 8,6339 7,9008 7,0415 5,8919 5,0087 4,1069 3,5650 3,1118 2,6172
14 12,7034 12,0785 11,4548 10,8215 10,1653 9,4673 8,6963 7,7895 6,5706 5,6287 4,6604 4,0747 3,5820 3,0407
15 13,6790 13,0298 12,3809 11,7212 11,0365 10,3070 9,4993 8,5468 7,2609 6,2621 5,2294 4,6009 4,0697 3,4825
16 14,6555 13,9827 13,3096 12,6243 11,9122 11,1521 10,3090 9,3122 7,9616 6,9077 5,8122 5,1422 4,5734 3,9417
17 15,6328 14,9373 14,2406 13,5307 12,7919 12,0023 11,1249 10,0852 8,6718 7,5642 6,4077 5,6973 5,0916 4,4162
18 16,6108 15,8932 15,1738 14,4399 13,6753 12,8570 11,9462 10,8649 9,3904 8,2307 7,0149 6,2648 5,6234 4,9048
19 17,5894 16,8504 16,1089 15,3517 14,5620 13,7158 12,7727 11,6509 10,1170 8,9065 7,6327 6,8439 6,1673 5,4067
20 18,5687 17,8088 17,0458 16,2659 15,4518 14,5784 13,6039 12,4426 10,8508 9,5908 8,2604 7,4338 6,7228 5,9210
21 19,5485 18,7683 17,9843 17,1823 16,3444 15,4446 14,4393 13,2396 11,5913 10,2829 8,8972 8,0336 7,2889 6,4467
22 20,5288 19,7288 18,9243 18,1007 17,2396 16,3140 15,2787 14,0415 12,3380 10,9823 9,5425 8,6427 7,8648 6,9829
23 21,5095 20,6902 19,8657 19,0211 18,1373 17,1865 16,1219 14,8480 13,0905 11,6885 10,1957 9,2604 8,4503 7,5291
24 22,4908 21,6525 20,8084 19,9432 19,0373 18,0618 16,9686 15,6587 13,8484 12,4011 10,8563 9,8862 9,0441 8,0847
25 23,4724 22,6156 21,7524 20,8670 19,9393 18,9397 17,8184 16,4734 14,6114 13,1197 11,5240 10,5196 9,6462 8,6494
26 24,4544 23,5794 22,6975 21,7924 20,8434 19,8202 18,6714 17,2919 15,3792 13,8439 12,1982 11,1602 10,2561 9,2222
27 25,4367 24,5440 23,6437 22,7192 21,7494 20,7030 19,5272 18,1139 16,1514 14,5734 12,8785 11,8077 10,8733 9,8029
28 26,4195 25,5092 24,5909 23,6475 22,6572 21,5880 20,3857 18,9392 16,9279 15,3079 13,5647 12,4613 11,4973 10,3907
29 27,4025 26,4751 25,5391 24,5770 23,5666 22,4751 21,2468 19,7677 17,7084 16,0471 14,2564 13,1211 12,1278 10,9861
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v/p | 0,55 0,6 0,65 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 0,95 0,975 0,99 0,995 0,9975 0,999

30 28,3858 27,4416 26,4881 25,5078 24,4776 23,3641 22,1103 20,5992 18,4927 16,7908 14,9535 13,7867 12,7646 11,5876
31 29,3694 28,4087 27,4381 26,4397 25,3901 24,2551 22,9762 21,4336 19,2806 17,5387 15,6555 14,4577 13,4073 12,1961
32 30,3533 29,3763 28,3889 27,3728 26,3041 25,1478 23,8442 22,2706 20,0719 18,2908 16,3622 15,1340 14,0555 12,8104
33 31,3375 30,3444 29,3405 28,3069 27,2194 26,0422 24,7143 23,1102 20,8665 19,0467 17,0735 15,8152 14,7092 13,4312
34 32,3219 31,3130 30,2928 29,2421 28,1361 26,9383 25,5864 23,9522 21,6643 19,8062 17,7891 16,5013 15,3679 14,0568
35 33,3065 32,2821 31,2458 30,1782 29,0540 27,8359 26,4604 24,7966 22,4650 20,5694 18,5089 17,1917 16,0315 14,6881
36 34,2913 33,2517 32,1995 31,1152 29,9730 28,7350 27,3363 25,6433 23,2686 21,3359 19,2326 17,8868 16,7000 15,3243
37 35,2764 34,2216 33,1539 32,0532 30,8933 29,6355 28,2138 26,4921 24,0749 22,1056 19,9603 18,5859 17,3730 15,9652
38 36,2617 35,1920 34,1089 32,9919 31,8146 30,5373 29,0931 27,3430 24,8839 22,8785 20,6914 19,2888 18,0501 16,6109
39 37,2472 36,1628 35,0645 33,9315 32,7369 31,4405 29,9739 28,1958 25,6954 23,6543 21,4261 19,9958 18,7318 17,2612
40 38,2328 37,1340 36,0207 34,8719 33,6603 32,3449 30,8563 29,0505 26,5093 24,4331 22,1642 20,7066 19,4171 17,9166
45 43,1638 41,9950 40,8095 39,5847 38,2910 36,8844 35,2895 33,3504 30,6123 28,3662 25,9012 24,3110 22,8994 21,2509
50 48,0986 46,8638 45,6100 44,3133 42,9421 41,4492 39,7539 37,6886 34,7642 32,3574 29,7067 27,9908 26,4636 24,6736
55 53,0367 51,7391 50,4204 49,0554 47,6105 46,0356 44,2448 42,0596 38,9581 36,3981 33,5705 31,7349 30,0974 28,1731
60 57,9775 56,6200 55,2394 53,8091 52,2938 50,6406 48,7587 46,4589 43,1880 40,4817 37,4848 35,5344 33,7909 31,7381
70 67,8664 66,3961 64,8990 63,3460 61,6983 59,8978 57,8443 55,3289 51,7393 48,7575 45,4417 43,2753 41,3323 39,0358
80 77,7631 76,1879 74,5825 72,9153 71,1445 69,2070 66,9938 64,2778 60,3915 57,1532 53,5400 51,1719 49,0430 46,5197
90 87,6661 85,9925 84,2854 82,5111 80,6247 78,5584 76,1954 73,2911 69,1260 65,6466 61,7540 59,1963 56,8918 54,1559
100 | 97,5744 95,8078 94,0046 92,1290 90,1332 87,9453 85,4406 82,3581 77,9294 74,2219 70,0650 67,3275 64,8571 61,9182
120 | 117,4041  115,4646  113,4825 111,4186  109,2197 106,8056  104,0374  100,6236 95,7046 91,5726 86,9233 83,8517 81,0726 77,7555
140 | 137,2476  135,1491  133,0028  130,7657  128,3800  125,7580  122,7476  119,0293  113,6594  109,1368  104,0343  100,6547 97,5908 93,9253
160 | 157,1019  154,8555  152,5564  150,1583  147,5988  144,7834  141,5475  137,5457 131,7560  126,8700  121,3457 117,6791 114,3496  110,3592
180 | 176,9652  174,5799  172,1373  169,5879  166,8653  163,8682  160,4206  156,1526  149,9687  144,7413  138,8205 134,8843  131,3050 127,0114
200 | 196,8359  194,3193  191,7409  189,0486  186,1717  183,0028 179,3550  174,8353  168,2785  162,7280  156,4321  152,2408  148,4262  143,8420
250 | 246,5387  243,7202  240,8297  237,8085  234,5768  231,0128  226,9048  221,8059  214,3915 208,0978  200,9387  196,1604  191,8020  186,5537
300 | 296,2700  293,1786  290,0062  286,6878  283,1353  279,2143  274,6901  269,0679  260,8781  253,9122  245,9727  240,6631  235,8126  229,9620
500 | 495,3734  491,3709  487,2569  482,9462  478,3231  473,2099  467,2962  459,9261  449,1467  439,9360  429,3874  422,3034  415,8081  407,9458
600 | 594,9938 590,6057 586,0930 581,3623 576,2859 570,6681  564,1661 556,0560  544,1801 534,0185 522,3654 514,5285 507,3385  498,6219
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ANEXO Il

Fundamentacion del calculo del Indice de Gini con curvas parabélicas

Hay diversos procedimientos para calcular IG. Aqui utilizaremos el que parte del
calculo de la superficie bajo curva, es decir, el area de G delimitada por la curvaly
las lineas que unen los puntos (0,0) y (1,0), por un lado, y (1,0) y (1,1) por otro
lado. Esta superficie es la que hemos denominado G en el diagrama 1 y presenta un
color gris mas oscuro.

Si fl es la funcidon de la curva |, entonces:

Szflﬂ(x) dx
0

Y, como ya se dijo que:
IG=1-2S

entonces:
1
IG=1—2] fl (x) dx
0

Siendo fl la funcién polindmica de la curva 1. Si por ejemplo fuera una funcién
polinémica de grado 6, entonces:

1
S = f (ax® + bx® + cx* + dx® + ex? + fx + g)dx =
0

1 1 1 1 1 1
=af x6dx+bfx5dx+cfx4dx+dfx3dx+efx2dx+ffxdx
0 0 0 0 0 0

1
+gfdx=
0
= x71+b x61+ x51+d x41+ x31+ x21+ [x]5 =
417 6| T | telz| vz tole=
0 0 0 0 0 0
—a+b+ +d+e+f+
~77% 4 2 "9
Y por tanto:
IG =1 2<a+b+c+d+e+f+ )
- 7765 4737279
Por lo que:

16_12ab20d29f2
T T 7 T3 57273 g
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Fundamentacion del calculo del indice de Gini con curvas exponenciales

Los ejemplos producen los graficos y las ecuaciones siguientes.

Grafico Enfermeria:

1,2

y =0,2295x65 - 0,7915x> + 1,1124x* - 0,7309x3 + 0,6125x% + 0,5687x - 0,0006

0,8

0,6

0,4

0,2
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Grafico Derecho:

1,2

y =0,3702x° - 1,2901x° + 1,9092x* - 1,2677x3 + 1,1777x% + 0,1015x - 0,0007

0,8

0,6

0,4

0,2

0,2 0,4 0,6 0,8 1

1,2

Que se integran para calcular la superficie bajo curva.
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